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Dem Mathematiker ist es vergonnt,
durch einen Tiirspalt in die Werkstatt
des Schopfers zu schauen.

Vorwort

Der sog. Grof3e Satz von Fermat, aufgestellt von dem franzdsischen Mathematiker und Juristen
Pierre de Fermat (1601 - 1665), beeindruckt mich schon seit frithester Jugend, und man kann
sicherlich behaupten, daff von diesem so einfach formulierten Problem ein Zauber ausgeht.
Nicht umsonst haben die grofditen Mathematiker es versucht zu lésen. Sie sind jedoch alle
gescheitert. Erst im Jahre 1997 wurde bekannt, daff dem englischen Mathematiker Andrew
Wiles, Professor an der Universitdt in Princeton, New Jersey, USA, unter sporadischer Mithilfe
seines Assistenten Richard Tayler, der Beweis gelungen sei, dafd die Erfiillung des Satzes nicht
moglich ist. Wie schon lange vermutet worden ist. Wohl hat seither das Interesse daran etwas
gelitten, nicht nur bei den Zahlentheoretikern, aber der ,Fermat“ ist sicherlich der bekannteste
Satz der Zahlentheorie geblieben.

Ich habe im vorliegenden Beitrag durch Anwendung von Sitzen aus der Theorie der Korper
primer Restklassen versucht, dem Fermat'schen Problem auf den Leib zu riicken. Die klassische
Methode der Zahlentheorie, mit Primzahlen und Primheiten zu arbeiten, habe ich vorteilhaft
eingesetzt. Auf spezielle Vorarbeiten aus der Fermat-Literatur habe ich nicht zuriickgegriffen,
wollte ich auch nicht, um in meinem Denken nicht eingeschrankt zu sein.

Meine Arbeit mochte ich hiermit der Offentlichkeit um im Besonderen der Fachwelt vorstellen.
Ich habe mir vorgenommen, mein Bestes zu geben, und ich hoffe, daf es auch gut genug ist ..........

Mainburg, im Oktober 2023

Dipl.-Phys.

Joseph K. Pfaffinger

Gymnasiallehrer (M / Ph) i. R.

jo.k.pfaffinger@hjkp.de




Kap.1 Grundlagen

Die Vermutung von Fermat lautet:

Satz 1/0: Gegeben sind Natiirliche Zahlen a und b sowie als Exponent die Natiirliche Zahl n, wobei
n> 2,

Es gibt KEINE Natiirliche Zahl c, so daf die Gleichung erfiillt werden kénnte

a"+b" =c" 1-0

Der bedeutende franzdsische Mathematiker Pierre de Fermat (1601 - 1665) legte vermutlich
zwischen 1637 und 1643 dieses Problem der Fachwelt vor und gab in einer Notiz an, er hatte
einen Beweis, dafs diese Gleichung fiir Exponenten n, wobei n > 2, nicht erfiillt werden konne.
Nur - sein Beweis wurde in seinem Nachlaf} nie gefunden worden.

In diesem Beitrag wird diese Vermutung als mathematischer Satz verstanden und versucht,
einen Beweis anzugeben, daf? es keine Natiirlichen Zahlen a, b, ¢ zu einer Natiirlichen Zahl n,
mit n > 2 gibt, so daf3 die Gleichung (1 - 0) erfiillt werden kdnnte.
Die Vermutung soll also bestitigt werden.
Mit den Natiirlichen Zahlen sind, wie bevorzugt iiblich, die Zahlen gemeint:
N={0;1;2;3;4;5; .......... }
Triviale Losungen sollen ausgeschlossen sein, wie a =1,

b=0,
oder a=0,b

1,

c=1
c=1

Bedingungen an die Natiirlichen Zahlen aund b

Satz 1/1: Damit die Fermat-Gleichung
F(a,b,c;n) a"+b"=c"
tiberhaupt aufgestellt werden kann, muf gelten

at+b>c
Beweis: Annahme:
a+b<c
= (a+b)"<c"
Nun ist
a"+b"<(a+b)", firn>1
Dann ware
a” +b" <c”

im Widerspruch zur Forderung. Also ist die Behauptung richtig. ()

Satz 1/2: Unabhangig davon, ob die Fermat-Gleichung
a" +b" =c"
erfiillt ist oder nicht, kann angenommen werden, daf die beiden natiirlichen Zahlen a und b zu
einander prim sind:
ggT(a;b) =1
Beweis: Annahme: Die Fermat-Gleichung ist erfiillt und es gelte
ggT(a,b) =09, fird>1

Dann gilt die Identitat
an+bn = 8" '(agekﬁrzt + bgekﬂrzt)
Dann miifste auch in diesem Falle die Teilung und Faktorisierung gelten

_ n
on / cn = cn=0on - cgekﬁrzt



Damit ist die Erfiillung unabhéngig davon ob die beiden Argumente zu einander prim sind oder
nicht

n n_ .n n n
a"+b" =c = agekﬁrzt+b

gekiirzt — c;ekﬁrzt
b) Annahme: Die Fermat-Gleichung kann nicht erfiillt werden

a" +b" =d, wobei d keine Potenz mit dem Exponenten n ist,
also ar+bn # cn
und es gelte

ggT(a,b)=1
Dann wird auch aus dieser Gleichung bzw. Ungleichung keine Fermat-Gleichung, wenn man sie
mit einem beliebigen Faktor multipliziert.
Die Untersuchung der Erfullbarkeit der Fermat-Gleichung ist demnach davon unabhangig ob die
beiden Argumente a und b zueinander prim sind oder nicht. ()

Korollar: Die Fermat-Gleichung kann selbstverstdandlich umgestellt werden
Entweder c¢n-an=bn (1.0/1)
oder cn— brn=an (1.0/2)

Unter der Verwendung der Methode von Satz 1/2 kann gezeigt werden, dafd zum Beweis der
Vermutung vom Fermat angenommen werden kann, daf3

entweder ggT(c;a)=1

oder ggT(c;b)=1

Satz 1/3: Unter der Bedingung, daf3
geT(a;b) =1
und der Annahme, daf} ,Fermat” erfiillt ist, daf3 ¢ als Natiirliche Zahl also existieren soll, gelten
folgende teilerfremde Beziehungen
a) ggl(@co=1
b) ggT(b;o)=1
Beweis:
Zu a) Wire
ggT(a;c)=6>1
dann wiirde die Teilung gelten
6/a und &/ (cn-an)
Dann miifste auch gelten
& /bn
Dann ware aber
ggT(a;b) =5
Das ist ein Widerspruch. Also ist die Aussage richtig.
Zu b) Folgt aus Vertauschung von a mitb. ()

Also bietet es sich an, die Primheit der jeweiligen Zahlenpaare anzunehmen.
Man erreicht damit eine Vereinfachung eines Beweisverfahrens ohne Einschrankung der all-
gemeinen Giiltigkeit des Beweises.

Vereinfachung in der Wahl des Exponenten n
Die folgende Uberlegung wird zeigen, daf es nicht erforderlich ist, als Exponenten jede beliebige
Natiirliche Zahl n anzunehmen, sondern daf$ es auch moéglich ist mit Sonderféllen zu arbeiten.

Die allgemeine Giiltigkeit der Lésung wird damit nicht geschmalert.

Satz 1./4: Wenn die Fermat-Gleichung fiir jede Natiirliche Zahl n als Exponenten erfiillt wére,
dann ware sie auch fiir jede Primzahl p erfiillt.



Beweis: Die Primzahlen sind eine Teilmenge der Natiirlichen Zahlen. Wenn die Fermat-Gleichung
allgemein erfiillt ist, dann ist sie auch flir Sonderfalle erfiillt. ()

Satz 1/5: Wenn die Fermat-Gleichung fiir jede ungerade Primzahl p, also p > 2, als Exponenten
nicht erfiillt ist, dann ist sie auch fiir jede Natiirliche Zahl n > 2 nicht erfiillt, die von der
ungeraden Primzahl geteilt wird.
Beweis: Es gelte also die Nicht-Erfiillung fiir alle Natiirlichen Zahlentripel a, b, ¢, wenn der
Exponent die ungerade Primzahl p ist

aP +bP =cP
Annahme: Aber es gelte die Erfiillung fiir alle Natiirlichen Zahlentripel A, B, C fiir alle Natiirlichen
Zahlen n als Exponenten, welche die Primzahl p, p > 2, als Teiler haben:

An+4 Bn=(Cn
und es seialso n=k-p
= Al 4 Bkp = Ckp
Setzt man nun

a = Ak, b =Bk und c = Ck,
dann erhalt man

aP +bP =P
Diese Erfiillung ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, nach der fiir alle, also fiir Natiir-
lichen Zahlen die Fermat-Gleichung fiir den Exponenten p, p > 2, nicht erfiillt ist. Zu den
natiirlichen Zahlen a, b und c gehéren namlich auch die Potenzen a = A¥, b= B* und c = C*.
Somit ist die Annahme falsch und die Behauptung richtig.
Damit geniigt es zu beweisen, dafd die Fermat-Gleichung fiir ungerade Primzahlen p nicht erfiillt
werden kann. Damit ist auch gezeigt, dafd sie auch fiir alle Exponenten n = k- p, fiir p > 2, nicht
erfiillbar ist. ()

FallI: Der Exponent ist eine ungerade Primzahl p, mit p > 2.
F(a,b,c;p) aP+bP=cP (1-1)
Nach Satz 1.5 ist unter dieser Annahme die Fermat-Gleichung nicht erfiillbar, wenn der

Exponent n eine ungerade Primzahl p als Teiler hat.
Diesen Fall [ wollen wir in den Kap. 5.1, 5.2, 5.3 und 5.4 sowie 6.1 und 6.2 behandeln.

Eine ungerade Primzahl als Teiler haben nicht die Potenzen der Zahl 2: 2, 4, 8, 16, 32, .....
Deshalb miissen wir diese Falle getrennt betrachten:

Der Fall n = 2 istdie pythagoreische Gleichung.

a’+b% =c?

Es ist liberfliissig zu erwahnen, daf3 es beliebig viele Tripel a, b, ¢ Natiirlicher Zahlen gibt, welche
den ,Pythagoras” erfiillen

Fall II: Der Exponent ist eine echte Potenz der Zahl 2: {4, 8, 16, .....}. Also 2V mit y € N\ {1}
(1-2)

s v s
a’ +b% =c?

Dieser Fall Il wird im Kap. 7 besprochen.
Es sollte nicht unerwahnt bleiben, daf$ dieser Fall schon einige Male bewiesen wurde. Sogar von

Fermat selbst. Dennoch habe ich eine eigenstindige, unabhdngige L6sung anzubieten. Sie
wendet, auch wie im Falle [, das Verfahren der Primfaktorzerlegung an.

Mit den Fallen I und II sind alle méglichen Exponenten, also alle Natiirlichen Zahlen n, wobei
n > 2, erfafdt. Somit ware dem Problem in voller Allgemeinheit Geniige getan.



Kap. 2 Vielfachendarstellung

Beim Abfassen einer mathematischen Abhandlung ist es ein Problem, fiir jede Unbekannte oder
Variable einen geeigneten Platzhalter zu finden. Der Vorrat an lateinischen und griechischen
Buchstaben geht da schnell zu Neige ...........

Ich fiihre deshalb eine Schreibeweise ein, die die Anzahl von Platzhaltern verringern hilft.

Nachdem in dieser Arbeit immer wieder - ganzzahlige - Vielfache einer natiirlichen Zahl
auftreten, kann man sich den Vervielfachungsfaktor in Gestalt eines Buchstaben sparen, wenn
man folgende Schreibwise verwendet:

Ich schliefRe die zu vervielfachende natiirliche Zahl a in Klammern (a) ein.

(a)=n-a
Aus welcher Zahlenmenge der Vervielfachungsfaktor stammt, das geht im Allgemeinen aus der
Situation hervor, oder wird im Zweifelsfalle angegeben.

Vielfachendarstellung bei Primzahlen

Viele Primzahlen P > 7 sind das gerade Vielfache einer ungeraden Primzahl p > 3, vermehrt
mit dem Summanden 1

P=2.L-p*+1 oder P—2-(p)+1, wobei A€N, ggT(L;p)=1und LeN

P=K:-p“+1 oder P (p)+1, wobei k€N, ggT(K;p)=1und Ke 2N

Nattrlich ist
2-p=2-p)

Primzahlen der Form
P=2V+1
werden damit nicht erfafdt.
Das ist nicht von Bedeutung, da sie nicht gebraucht werden.



Kap. 3 Restklassen

Teilt man die natirlichen Zahlen durch eine bestimmte natiirliche Zahl n, dann entstehen die
Reste

R={0;1;2;..x...(n-1)}
Jene Zahlen, die bei der Division ein- und denselben Rest ergeben, fafdt man in eine Klasse, in die
sog. Restklasse zusammen.
Die teilende Zahl n bezeichnet man als Modul.
Ist der Rest x und das Modul n, dann besteht diese Restklasse aus den ,Zahlen“, Elementen

x+ ()}

Def. 3/a: Zwei natiirliche Zahlen a, b heifden kongruent modulo n, wobei o. B. d. A. a > b, genau
dann, wenn sie in ein- und derselben Restklasse liegen.

a=bmodn < a=b+ (n)

Satz 3/1: Zwei natiirliche Zahlen a und b, wobei o. B. d. A. a > b, sind genau dann kongruent
modulo n, wenn ihre Differenz durch das Modul n teilbar ist.
a=bmodn < n/(a-b)

Die Menge aller Restklassen zu einem bestimmten Modul n bezeichnet man mit Z, und besteht
aus den Elementen

Hinweis: Wir bewegen uns zwar in der Menge der natiirlichen Zahlen N, es ist jedoch iiblich
dafiir den Buchstaben Z, zu verwenden.

Satz 3/2: Die Anzahl der verschiedenen Restklassen zum Modul n ist die Anzahl der moglichen
verschiedenen Reste:

|Zn| =n ()

Def. 3/b: Die Menge Restklassen, deren dazugehorigen Reste x zum Modul n prim sind,
bezeichnet man als prime Restklassen Z,.
Zn ={1; ... X . (n - 1)}, wobei ggT(x,n) =1

Ist das Modul eine Primzahl P, dann sind alle Restklassen prime Restklassen, mit Ausnahme jener
mit dem Restx = 0.

Zp ={1;2; . X (p-1)}

Prime Restklassen zum Modul P einer ungeraden Primzahl, also P > 2, bilden, wie wir im
nichsten Kapitel sehen werden, hinsichtlich einer noch zu definierenden Addition und
Multiplikation einen algebraischen Korper.



Kap. 4 Der Korper der primen Restklassen Zp (®,®)

Def.4/a: Unter der Menge der Primen Restklassen des Moduls P, mit P als ungerade Primzahl,
versteht man die Menge

Zp ={0;1: 2; ..... X ....P —1}; wobei P >2
Die Elemente x sind umkehrbar eindeutig der Klasse jener natiirlichen Zahlen x + (P)
zugeordnet, die durch Teilung mit der nattirlichen Zahl P den Resten x ergeben, wobei
0<x<(P-1).
X © x+(P)

Unter einem Koérper versteht man in der Mathematik eine strukturierte Menge, in der zwei Ver-
kniipfungen zwischen deren Elementen definiert sind. Beim Primen Restklassenkoérper sind das
Restklassen-Addition
Restklassen-Multiplikation

Zu: Restklassen-Addition; das Zeichen dafiir soll @ sein:
Es seien X;, X, und X3 Elemente von Zp dann ist die Addition definiert:

X|Dx,=x3 & (x4 (P))+ (x2+ (P)) =x3+ (P)

Gruppen-Eigenschaft der Restklassen—-Addition
Die Elemente des Korpers bilden hinsichtlich der Addition eine abelsche Gruppe Zp (®).
Axiom I. Abgeschlossenheit
Axiom II. Assoziativitat
Axiom III. Existenz des neutralen Elementes.
Das neutrale Element der Additon ist die ,Null“ 0.
Axiom IV. Existenz des inversen Elementes - ,Gegenzahl” - zu jedem Element
Axiom V. Kommutativitdt

Die Aufstellung der Axiome in diese Reihenfolge ist dem Buch ,Algebraische Strukturen und
Gleichungen” von Oberstudienrat Dr. Helmut Dittmann entnommen.

Zu: Restklassen-Multiplikation, im Zeichen ®:
Es seien Xj, X, und X3 weitere Elemente von Zp dann ist die Multiplikation definiert:

X|®x,=x3 < (x14 (P))-(x2+ (P)) =x3+ (P)

Gruppen-Eigenschaft der Restklassen—-Multiplikation
Die Kérperelemente bilden ohne dem Element 0 hinsichtlich der Multiplikation eine Gruppe
Zp(®).
Die Axiome Multiplikation sind analog denen der Addition.
Axiom III. Existenz des neutralen Elementes.
Das neutrale Element der Multiplikation ist die 1.
Axiom IV. Existenz des inversen Elementes - ,Kehrwert” - zu jedem Element

Das Distributivgesetz liefert die Verbindung von der Addition mit der Multiplikation:
a® (b®c)=a®b®b®c

Der (algebraische) Korper der Primen Restklassen hat eine endliche Anzahl von Elementen.
Seine Anzahl ist | Zp(®, ® )| =P

10



En Korper mit endlich vielen Elementen hat lediglich algebraische Eigenschaften mit einem
Korper mit unendlich vielen Elementen, wie der Kérper der Rationalen Zahlen, gemeinsam.
Die wohl wichtigste Gemeinsamkeit ist, dafd eine lineare Gleichung
A-x=B, wobeiA # 0
in einem Korper stets eine Losung hat:
x=A1-B
Auf weitere Eigenschaften eines Kérpers mit unendlich vielen Elementen gehen wir nicht ein.

Eine zentrale Stellung bei der Losung des Fermat-Problems nimmt in dieser Arbeit die multi-
plikative Gruppe des Korpers primer Restklassen ein

Z;(@)z{i; ..... é; ..... X;.....P—1}, wobei P > 2
Das Zeichen der Verkniipfung "®” lassen wir hiufig weg, wenn keine Mifdverstindnisse

auftreten konnen. Statt Z; (®) schreiben wir auch Z; :

In diesem Kapitel sollen deshalb jetzt einige wichtige Definitionen und Séitze aus dem Bereich
multiplikativer Gruppen primer Restklassen aufgefiihrt werden. Dieser Bereich gehort zur
Theorie endlicher zyklischer Gruppen. Die Satze werden zum Teil ohne Beweis angegeben, da es
sich um Lehrbuchwissen handelt.

Def. 4/b: Es sei G eine endliche Gruppe. Unter der Ordnung einer Gruppe G, ord G, versteht man
die Anzahl ihrer Elemente.

Satz 4/1: Fiir die multiplikative Gruppe der primen Restklassen Z; gilt
ordZ, =P-1 ()

Def. 4/c: Man nennt eine Gruppe zyklisch, wenn alle ihrer Elemente x durch beliebig-fache Ver-
kniipfungen von einem Element g gebildet werden kdnnen, von diesem ,erzeugt” werden.

Satz 4/2: Die multiplikative Gruppe der primen Restklassen Z;(@) ist zyklisch, wenn die
Primzahl P ungerade ist, also P > 2. ()

Die zyklische Eigenschaft der Gruppe wird kenntlich gemacht mit
Z;(@) = (g), wobei P > 2Geben Sie hier eine Formel ein.

Wir nennen é das (die Gruppe) erzeugende Element.

Die "Tragermenge” von Z;(@) ist somit

* —- 23 —(P-1) = —
Zp = {252 s :g =1 X

X=g, miti=1;2;; (P-1) oder i=0;1;2; . (P-2)

Besondere Elemente

é(P_l) = éo =1 1 bezeichnet man als das neutrale Element der Multiplikation.

Zueinander (multiplikativ) inverse Elemente
x und x-1

11



Das Produkt von zwei zueinander inversen Elementen ergibt das neutrale Element.

x-x =1

Es gilt: X = gl © ;_1 =§_1 Eé(P_l)_l

Def. 4/d: Unter der Ordnung eines Elements einer multiplikativen Gruppe primer Restklassen
versteht man die minimale Anzahl von Faktoren x , deren Produktwert das neutrale Element 1
ergibt.

XOX®X®.......... ®x=1
Sei t die (minimale) Anzahl der Faktoren, dann schreibt man

ordx =t
Bevorzugt, weil praktikabel, verwenden wir die Potenzschreibweise:

_ —t -
ordx =t = x =1

Satz 4/3: Es sei Z; = (g) und X= éi, dann gilt fiir die Ordnung

ordx = P-1

geT((P-1)
Beweis: Essei x. =1, also (g)t =1, dann mufR gelten
i-t=0mod(P-1) < i-t=M-(P-1)
t ist minimal gewahlt, so dafd ggT(t; M) =1
Damit: & = P—_l
i
Der linke Bruch ist, da t mit M prim ist, vollstindig gekiirzt.
Den rechten kiirzen wir ebenfalls mit ggT(i; (P - 1)), und so erhalten wir:
P-1
t_ geT@P-1))
M i
ggT(i;(P -1))
Weil nun linker Bruch sowie rechter (Doppel-)Bruch in vollstandig gekiirzter Form vorliegen,
sind die beiden Zahler, sowie auch die Nenner gleich.
Damit
P-1 - P-1

t=—— = ordx=——— ()
geT(i;(P-1)) ggT(i;(P-1))

Gilt im Sonderfall i / (P - 1), dannist ggT(i; (P-1)) =i
P-1
i

= ordx =

Wegen

geT((P-1)-1); (P-1)) =ggT(i; (P-1))
haben die beiden zueinander inversen Elemente gleiche Ordnung
—(P-1)-i —i
ordg =ordg

Satz 4/4: Die Ordnung des erzeugenden Elements g in der zyklischen Gruppe Z; ist gleich der

Ordnung der Gruppe selber, also gleich der Anzahl ihrer Elemente:
ordg =P-1 ()

12



Satz 4/5: Die Ordnung eines Elements X iststets ein Teiler der Gruppenordnung.
ordx /(P-1) ¢

Satz 4/6: Wenn gilt ;k =1 , kminimal, dann ist
k/(P-1) ¢

Satz 4/7: Fiir jedes Element x der Gruppe Z; gilt

D

Beweis: Folgt aus Satz 4/6. ()

Wir verlassen damit die Grundaussagen iiber zyklische Gruppen und wenden diese Erkenntnisse
beim Fermat-Problem an.

Def. 4/e: Wir nennen folgenden Ausdruck c” —b” eine Fermat-Differenz

Satz 4/8: Diese Zerlegung der Fermat-Differenz in zwei Faktoren enthdlt jede Formelsammlung
c?-b? = (c-b)-S(c;b)
wobei S(c;b) = P +cP b+ P b? +cP D . +e2bP +cbP 2 +bP T ()

Satz 4/9: Wir nehmen an, daf} es eine Primzahl P gibt, so daf3
P / (c?P-bP), wobei P>2 und P #p, sowie c-b>2
Zudem sei ggT(P;c)=1 A ggT(P;b)=1
Dann gilt in der primen Restklassen-Gruppe Z; (P Grofsbuchstabe)
entweder ord(E-Bil) =1
oder ord(E-Bil) =p
Beweis: Die Elemente cund b sowie auch E~E_1 liegen in derselben primen Restklassen-
Gruppe Z;
Damit gilt
¢”-b"=0
Nach Multiplikation mit l_fl folgt
b P=1
Es gibt zwei Moéglichkeiten:
Entweder 5-571 =1, denn dann ist auch (E-Bil)p =1 = ord(E-Bil) =1

oder (E-Bil)p =1 = ord(E-Bil) =p {
Bevor wir zum néchsten Satz gehen, brauchen wir die

Def. 4/f: Exakte Teilung

Eine Primzahlpotenz pE-’ teilt die natiirliche Zahl m in exakter Weise

p‘ts // m genau dann, wenn p‘ts /m aber p‘:Jr1 / nicht M

13



Satz 4/10: Es gelte die exakte Teilung fiir p®, wobei p>2 und & > 0, sowie
geT(cp) =1
p°// (c=b) = p™// (P -bP)
Man beachte: Teiler und Exponent sind ein- und dieselbe Primzahl p.
Beweis: Es folgt:

1. Aus der exakten Teilung p°®// (c-b) <

- = = - =1 x - —1 = .
c-b=0 < c¢b =1 in Zpg, aber ¢-b #1 inZ
p

Dem Eins-Element in der Gruppe Z;g kann neben der Zahl 1 nur entsprechen die Zahl

K-p®+1, wobei ggT(K,p) =1, also cb = Kp® +1
2: Aus der exakten Teilung p®™!// (P -bP) <
F-v’=0 o (EB_l)p =1 in Z;H , aber (EB_I)p #1 in Z:S+2
Damit gilt durch Vergleich
(cb™ )P = (Kp® +1)P
Dem Eins-Element in der Gruppe Z;H kann neben der Zahl 1 nur entsprechen die Zahl

(K-p®+1)* = 1 mod p*"
Nun gilt fiir die fiir Potenz mit dem Exponenten p:
(K-p*+1)P =

= (pJ(K'PS)pv{pJ(K'pg)p_lvL .......... +( P ]-(K-pg)%{ P ].(K.pS)J{pj
0 1 p-2 p—1 p

Man erhalt schlief3lich

= [KP.pP (=D 4 [lfj KPhpEpr ety + ( P 2) K2 p D LK ptt 4
p p—
Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist zu p teilerfremd, nachdem der letzte Summand K, wie
angenommen, zu p teilfremd ist, aber alle vorderen Glieder sich durch p teilen lassen. Also gilt
ggT([Ausdruck]; p) =1

Damit (K-p®+1)P =1mod p*"', aber (K:-p°+1)? %1 modp**

und damit (E_l)p =1inZ,,, aber (E_l)p #1 inZ .,
p p

= p//(-b") ¢

Satz 4/11a: Es gilt fiir p > 2

ggT((c-b);p)=p
dann gilt die Aquivalenz der Teilungseigenschaften

p//(c=b) & p’//("-b)

Beweis: Wegen Satz 1/3e) ist ggT(c; b) = 1 und daher muf3 gelten

P /nicht € A P /piene D
= Siehe Satz4/10.Esist ¢ =1.
< InSatz 4/10 ist angegeben, daf3 die Voraussetzung sein mufs ¢ >0
Der Wert ¢ = 0 hat keinen Sinn haben, denn dann hief3e die “Teilung” 1 // (c-b)
Also: ¢ >0
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Deshalb ist die minimale Potenz von p, die in (c? —b”) enthalten ist, exakt pz. Es gilt also
p/(c?=b") aber p//mien (c®=b") O

Satz 4/11b: Der Fermat-Ausdruck (cP —bP) enthilt nicht den Faktor p > 2, wenn auch die
Differenz (c - b) ihn nicht enthdlt und umgekehrt

p /nicht (c-b) & p /nicht (Cp _bp)
Beweis: Folgt aus Satz 4/11a.

Def. 4/g: Wir nennen den Ausdruck (aP +bP) eine Fermat-Summe.

Satz 4/12: Diese Zerlegung der Fermat-Summe in zwei Faktoren enthélt jede Formelsammlung
aP +b” = (a+b)-G(a; b)
wobei G(a;b) = aP ' —aP?b+aP b —aP b  +—.......... —+a’bP? —abP 2 4P ()

Satz 4/13: Wir nehmen an, daf3 es eine Primzal P gibt, so daf3

P / (a® +b"), wobei P>2 und P # p, sowie a+b>2
Zudemsei ggT(P;a)=1 A ggT(P;b)=1
Es gehoren a, b usw. zur primen Restklassen-Gruppe Z; (P Grofdbuchstabe) und in dieser gilt
entweder ord(g‘B_l) =2
oder ord(g-gil) =2p
Beweis: Es gilt in Z;
245 =0
Wir multiplizieren mit b " und erhalten
@b P =-1
Es kann sein, daf3

entweder a-b ' =-1 = ord(a'B_l) =2

oder (@b P=-1 = ord@b )=2-p O

Satz 4/14: Es gelte die exakte Teilung fiir p®, wobei p>2 und ¢ >0

p°//(@+b) = p*l// (P +DP)
Man beachte: Teiler und Exponent sind ein- und dieselbe Primzahl p.
Beweis: Unter der Annahme, dafd ggT(p,a) =1 A ggT(p; b) = 1 folgt aus den exakten Teilungen,

E-E% =—1 in Z;g = ord(E-Bil) =2
@b P=11 in Zo = ord(a-b )P = 2
Einem Element mit der Ordnung 2 kann nur entsprechen

in der Gruppe Z;g die Zahl K-p®-1, mit ggT(K,p)=1 Also: ab = K-p®-1

in der Gruppe Z:gu die Zahl (K-p®-1)P Also: (a -B_l)p =(K-p*-1P
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Nun ist

(K-p*=1)P =
p p - p p p
= (OJ(K-p‘g)p —(J(K-p‘g)p L R Jr—[p_zJ-(K-p‘g)2 +[p_J-(K-p‘g)—[pj
Man erhalt schliefilich
= [KP.peP =+ @ KPpeo=leh) —( P 2} K2.p2e D LK. pot!
p_

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist zu p teilerfremd, nachdem der letzte Summand K, wie
angenommen, zu p teilfremd ist, aber alle vorderen Glieder sich durch p teilen lassen. Demnach
gilt

ggT([Ausdruck]; p) =1
Also (K-p*-1P =-1mod p*"! aber (K-p®-1)P # -1 modp*"

und damit (5671)1) ——1inZ",, aber (E_l)p #-1 inZ,
P P
= p"// (@)

Satz 4/15a: Es gilt fiirp > 2
ggT((@a+b);p)=p
dann gilt die Aquivalenz der Teilungseigenschaften
p//(@a+th) < p*// (@l +bP)
Beweis: Wegen Satz 1/2 ist ggT(a; b) = 1 und es kann nicht sein, daf3
ggT(ap)=p A ggl(b;p)=p
= Siehe Satz 4.14.Esist ¢ =1.
< InSatz 4/14 ist angegeben, daf3 die Voraussetzung sein mufs ¢ >0

Der Wert ¢ = 0 hat keinen Sinn haben, denn das hief3e die “Teilung”

1//(@+b)

Also mufd sein ¢ > 0.

Deshalb ist die minimale Potenz von p, die in (aP +bP) enthalten ist, exakt p2 ,und es gilt
P //nene (2P +bP) ()

Satz 4/15b: Es gilt die Aquivalenz fiir p > 2
p /nicht (a + b) < P /nicht (ap +bp)
Beweis: Folgt aus Satz 4/15a. ()
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Kap. 5.1 Die Fermat-Differenz und ihre Faktorisierung, Fall I A

Unter Fermat-Differenz verstehen wir unter anderem den Ausdruck c? —bP.
Wir nehmen an, daf3

p /nicht (a-b-c) < p /nicht a A p /nicht b A p /nicht ¢
In diesem Fall I A wird angenommen, daf3

ggT((c-b);p) =1

Hilfssatz 5.1/1: Es gilt die Zerlegung, siehe auch Satz 4/8
a) c¢?-b’=(c-b)-S(c;b)

wobei S(c;b): = P +cP2b+cP b2 +cP b Ho +¢?bP +cbP? + b
b) S(cb)>p
Beweis:

Zu a) Die Zerlegung findet sich in jeder Formelsammlung.
Zub) Wegenb >1 A ¢ > 2istjeder Summand grofier als 1; die Anzahl der Summanden ist p. ()

Wir fragen in den folgenden Sitzen nach den Eigenschaften der in der Fermat-Differenz
enthaltenen Primzahlen und bezeichnen sie mit q bzw. P.

Satz 5.1/2: Es sei gegeben die Primzahl q, mit q > 2 A q#p und es gelte

q /(a-b)
Dann gilt in der primen Restklassengruppe Z;

- =1

ord(c-b ) =1
Beweis: In ZZ gilt

- - - - —1 - - —1

c-b=0 < cb =1 = ord(c-b ) =1
Uber der Form der Primzahlen q kann man keine Aussage machen; sie ist beliebig und muf}
beliebig sein, je nach der freien Wahl vonaund b. ()

Zudem kann die Potenz 2 in der Differenz enthalten sein, wenn ¢, b ungerade sind; also 9 > 0

Satz 5.1/3: Es gelte fiir alle Primfaktoren P, wobei P # p, die Teilbarkeit
P/S(Gb) & P/(cP-b») A Plygy (c-b)
Dann gilt in der primen Restklassen-Gruppe Z; ={a,b, wren }
- =1
ord(c-b ) =p
Beweis: Es gilt
c-b =0 < (cb )=1
- —1
= entweder ord(c-b ) =1
- =1
oder ord(c:b ) =p

- —1
Der erste Fall, ndmlich ord(c-b ) =1 scheidet aus, wegen P/ ;4 (c-b). ¢

Korollar 5.1/4: Alle Primzahlen P haben die Form

P=K,p“ +1, wobei K, € 2-N, ggT(K,;p)=1und «, € N
oder P> 2-(p)+1
Der Vervielfachungsfaktor ist eine Natiirliche Zah], trivialerweise ohne 0
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Beweis: Wir rechnen in der primen Restklassengruppe Z;
Es ist nach Satz 5.1/3

- =1

ord(c-b )=p

Nun gilt nach Satz 4/5

- =1 x

ord(c:b ) fordZp = p/(P-1)

so daf3 jede Primzahl p als Exponent ein Teiler der Ordnung der Gruppe sein muf3.
Also mufs jedes P die Form haben

P> 2(p+1
An der Form der Primzahlen dndert sich nichts, wenn eine Primzahlpotenz PY den Ausdruck

(c? —bP) teilt. Denn, wenn die Potenz einer Primzahl einen Ausdruck teilt, dann muf ihn auch
die Primzahl selbst teilen.
PY / (P-bP) = P/ (P-bP) ()

Wir setzen nun:
Statt @ > q, u=1;2;3; .cceenn.
Dann wird nach Satz 5.1/2
c—b=29-]_[qu,wobeiu=1;2;3; .......... (5.1-1)
Jede Primzahl kann mehrfach auftreten.
Statt P > B, v=1;2;3; .
Damit ist nach Satz 5.1/3
S(c;b) =[[P,, wobeiv=1;2;3; ... (5.1-2)
Jede Primzahl kann mehrfach auftreten.
Die Primzahl 2 kann bei (5.1 - 2) wegen Satz 5.1/4 nicht auftreten, also B, # 2.

Def. 5.1/a: Primzahlen der Firm P = 2- (p) + 1 bezeichne ich als (p) - Primzahlen, wobei p > 2
Der Vervielfachungsfaktor ist eine Natiirliche Zahl. P ist notwendigerweise ungerade.

Satz 5.1/5: Esgilt
ggT(q,; B) =1 firalle p,v

- 1
Beweis: Ein Element hat in einer Gruppe genau eine definierte Ordnung. Also muf} (c-b ) ein
Element in zwei primen Restklassengruppen mit verschiedenen Moduln sein:

- —1
Entweder ord(c-b ) =1 inallen Z;lu

- —1 .
oder ord(c-b ) =p inallen Zp, -

Die beiden Module sind verschiedene Primzahlen, die nur zueinander prim sein kénnen. ()

Satz 5.1/6: Es gilt

ggT((c-b);S(c;b)) =1
Beweis: Folgt aus Satz 5.1/5. Auflerdem ist die Zahl 2, falls sie in der Differenz enthalten sein
sollte, zu allen p - Primzahlen prim. ()

Def. 5.1/b: Fermat-Potenzen sind Potenzen Natiirlicher Zahlen mit dem Exponenten p.

Annahme: Die Fermat-Gleichung sei erfiillt, dann muf gelten nach Hilfssatz 5.1/1 und unter
Verwendungen der Gleichungen (5.1 - 1) und (5.1 - 2)

a? = (c-b) - S(c;b) (5.1-3a)
- aP =20 [1q) - TIRY, wobei(p) > 0 fiiralle p,v (5.1 -3b)
Natiirlich miissen alle Faktoren den Exponenten p bzw (p) aufweisen.
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Satz 5.1/7: Eine Voraussetzung, dafd es Natiirliche Zahlen a, b und c gibt, welche die Fermat-
Gleichung (1 - 1) erfiillen, ist, dafd die Differenz (c - b) eine Fermat-Potenz ist.
Beweis: Nach Satz 5.1/6 gilt

geT((c-b);S(c; b)) =1
Wegen dieser Primheit muf jeder der beiden Faktoren von (5.1 - 3a) eine Fermat-Potenz sein.
Danach kénnen die Zahlen ¢ und b also nicht beliebig gewahlt werden, sondern ihre Differenz
muf’ eben eine Fermat-Potenz sein, sonst ist ,Fermat” von vornherein nicht erfiillbar. ()

Def. 5.1/c: Aus diesem Grunde kénnen wir den ersten der Faktoren von (5.1 - 3a) vereinfacht als
Fermat-Potenz schreiben:

c-b=x’

Def.: 5.1/d: Der zweite Faktor von Gleichung (5.1 - 3a) ist ebenso eine Fermat-Potenz und wir
konnen vereinfacht schreiben:

S(c;b) = XP
Damit ist
aP=xP XP (5.1-4)

Nach Satz 5.1/6 gilt
geT(x X) =1

Aus der Annahme ggT((c-b); p) =1 folgt im Ubrigen nach Satz 4/11b
p /nicht (Cp _bp)

Falls “Fermat” erfillt wire, wiare damit auch
p /nicht a

Wichtiger Nachtrag:

Der Fall

cP - aP=(c-a)-S(c;a) nach Hilfssatz 5.1/1
braucht nicht extra behandelt zu werden. Er folgt durch Vertauschung der beiden Summanden a
mit b in der Fermat-Gleichung (1 - 1).
Es konnen alle Satze dieses Kapitels sinngeméaf3 iibernommen werden. Ebenso die Definitonen.

Def. 5.1/e: Es ist nach Def. 5.1/c
c-a=yP

Def.: 5.1/f: Es ist nach Def. 5.1/d

S(c;a)=YP
Damit ist
bP =yP . YP (5.1-5)

Nach Satz 5.1/6 gilt
ggT(y; V) =1
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Kap. 5.2 Die Fermat-Differenz und ihre Faktorisierung, Fall I B

Unter Fermat-Differenz verstehen wir unter anderem den Ausdruck cP —bP.
Wir nehmen an, daf3

p/a-b-c < p/a N p/nichtb N p/nichtc
Es wird in diesem Fall I B angenommen, daf3

ggT((c-b);p) =p

Hilfssatz 5.2/1a: Es gilt die Zerlegung, siehe auch Satz 4/8
a) c¢”-b?=(c-b)-T(c;b)

wobei T(c;b): = P +cP2b+cPb? +cP*b° +.......... +¢?bP +cbP? + b2
b) T(b)>p ¢
Beweis:

Zu a) Die Zerlegung findet sich in jeder Formelsammlung.
Zub) Wegenb >1 A ¢ > 2 istjeder Summand grofier als 1; die Anzahl der Summanden ist p. ()

Lemma 5.2/1b:
a) Unter der Bedingung, daf} ggT((c - b); p) = p, kann angenommen werden, dafd die exakte

Teilung gilt fir p®, wobei p>2 und ¢ >0
p°// (c=b) = p*// (P ~bP)
b) Damit gilt
p //T(cb)
Beweis:
Zu a) Siehe Satz 4/10.
Zu b) Folgt aus Hilfssatz 5.2/1a und Lemma 5.2/1b. ()

Wir untersuchen die in der Differenz (c - b) enthaltenen Primfaktoren und nennen diese q
Satz 5.2/2: Es gelte fiir alle Primfaktoren q die Teilbarkeit, wobei q#p und q# 2

q/(c-b)
Dann gilt in der Gruppe ZZ
- —1
ord(c-b ) =1
Beweis: In der primen Restklassengruppe Z; gilt
- - = - —1 - - —1
c-b=0 < cb =1 = ord(c-b ) =1
Die Primzahlen q kdnnen eine beliebige Form haben. Siehe auch Satz 5.1/2 ()

Wir untersuchen die Primzahlen, die T(c; b) teilen, und nennen sie P
Satz 5.2/3: Es gelte fiir die Primfaktoren P, wobei P+ p, die Teilbarkeitseigenschaft
P/T(Gb) & P/(@-b?) A Plygyy (c-b)

Dann giltin der primen Restklassengruppe Z;
- 1
ord(c-b ) =p
Beweis: Siehe Satz 5.1/3 ()
Korollar 5.2/4: Diese Primzahlen haben die Form; es sind (p) - Primzahlen.

P= K,p“ +1, wobei K, e 2-N, ggT(K,;p)=1 und x, eN\0
oder P > 2-(p)+1
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Der Vervielfachungsfaktor ist eine Natiirliche Zahl, ohne 0.
Beweis: Siehe Satz 5.1/4 ()

Wir setzen nun:

Statt q — qu u=1;2;3; .cce....
Dann wird nach Satz 5.2/2
c-b=2"p°-Tlq,, wobei &> 0 (5.2-1)
Statt P —» P, v=1;2;3; cruenon.
Damit ist nach Satz 5.2/3 und unter Berticksichtigung des Lemmas 5.2/1b
T(c;b) =p- TP, (52-2)

Die Primzahl 2 kann bei (5.2 - 2) wegen Satz 5.2/4 nicht auftreten; also P, # 2.
Die Primzahl p muf$ auftreten, weil ggT((c - b); p) = p angenommen wurde; also ¢ >0 ()

Satz 5.2/5: Es sind zueinander prim
ggT(qu By) =1 firalle p,v
Beweis: Siehe Satz 5.1/5 ()

Satz 5.2/6: Es gilt

ggT((c-b); T(a;b)) =p
Beweis: Folgt aus Lemma 5.2/1b. Siehe auch die Gleichungen (5.2 - 1) und (5.2 - 2).
Auflerdem ist die Zahl 2, sollte sie in (5.2 - 1) auftreten, zu allen (p) - Primzahlen prim. )

Annahme: Die Fermat-Gleichung (1 - 1) sei erfiillt, dann muf$ gelten nach Hilfssatz 5.2/1a und
unter Verwendung der Gleichungen (5.2 - 1) und (5.2 - 2), wobei alle Exponenten den Wert p
bzw. (p) annehmen.

a?> = (c-b) - T(c;b) (5.2 - 3a)
— P = p(p) . o) ,HqE~HPVp fir alle p, v (5.2-3b)

Satz 5.2/7: Wenn es Natiirliche Zahlen a, b, und c geben sollte, welche die Fermat-Gleichung

(1 - 1) erfiillen, dann ist die Voraussetzung, daf? die Differenz (c - b) eine Fermat-Potenz ist - mit
einer Ausnahme, nimlich der Exponent von p ist ((p) - 1) und nicht p.

Beweis: Nach Satz 5.2/6 gilt die eingeschrankte Primheit

ggT((c-Db); T(; b)) =p
Wegen dieser eingeschrankten Primheit miissen beide Faktoren von (5.2 - 3a) je eine Fermat-
Potenz sein - mit Ausnahme eben es Exponenten von p. Die Argumente c und b kénnen also nur
so gewahlt werden, dafd ihre Differenz diesen Vorgaben entspricht. Sonst ist die Fermat-
Gleichung von vornherein nicht zu erfiillen. ()

Def. 5.2/a: Aufgrund von Satz 5.2 /7 definieren wir, als Vereinfachung von Gleichung (5.2 - 1)
c-b=p®1.xp

Def. 5.2/b: Weiterhin definieren wir als weitere Vereinfachung von Gleichung (5.2 - 2)
T(c;b) = p-XP

Damit folgt aus den Gleichungen (5.2 - 3a) und (5.2 - 3b)
aP =xP . p(P) . XP, wobei hier (p) >0 (5.2-4)

Es gilt nach nach den Def. 5/2a und 5/2b und den Satzen 5.2/2 und 5.2/3:
geT(P:x)=1 A ggT(p;X)=1 A ggT(xX)=1

Aus der Annahme ggT((c-b); p) = p folgt im Ubrigen nach Satz 4/10 oder auch Satz 4/11a
p/(c?P-b?) = p/a falls,Fermat” erfiillt wire.
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Wichtiger Nachtrag

Der Fall

cP-aP=(c-a) -T(c;a) nach Hilfssatz 5.2/1
braucht nicht extra behandelt zu werden. Er folgt durch Vertauschung der beiden Summanden a
mit b in der Fermat-Gleichung (1 - 1).
Es konnen alle Satze dieses Kapitels sinngemaf? iibernommen werden. Ebenso die Definitonen.

Def. 5.2/c: Es ist nach Def. 5.2/a
C—azp(p)—l .yp

Def.: 5.2/d: Es ist nach Def. 5.2 /b

S(c;a)=p-YP
Damit ist
bP =p®.yP.YP (5.2-5)

Nach Satz 5.2/ 5 oder 5.2/6 gilt
geT(y; V) =1
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Kap. 5.3 Die Fermat-Summe und ihre Faktorisierung, 1. Fall

Unter Fermat-Summe verstehen wir den Term aP +bP.
Wir nehmen an, daf3

P /iene @b€) S Py @ A Py AP Lyien €
In diesem 1. Fall muf3 gelten, wegen p / c

ggT((a+b);p)=1

nicht

Hilfssatz 5.3/1: Der Fermat-Ausdruck 1af3t sich in zwei Faktoren zerlegen
a) aP+b” = (a+Db)-G(a;b)

b) EsgiltG>1

Beweis:

a) Ohne Beweis. Die Zerlegung findet sich in jeder Formelsammlung.
b) Esmufd G > 1 sein, denn es ist

a?+b” >a+b ()

Wir fragen in den folgenden Satzen nach den Eigenschaften der in der Summe enthaltenen Prim-
zahlen, die wir mit q bzw. P bezeichnen.

Satz 5.3/2: Es sei gegeben die Primzahl q, mit q > 2 A q#p und es gelte

a/@+b)
Weiterhin sei Z; ={a,b, e } die Gruppe der primen Restklasse.

Dann gilt
- —1 *
ord(a-b )=2in Z,
Beweis: Es ist demnach in ZZ

a+b=0 < a-b =-1
= ord(5~5_1) =2
Damit (a -B_l) in zwei verschiedenen primen Restklassen-Gruppen
entweder ord (E-B_l) =1 oder ord (E-B_l) =2

Die Form der Primzahlen ist beliebig, je nach Wahl von a und b.
Falls a und b je ungerade sind, kann in der Summe auch eine Potenz der Zahl 2 auftreten. ()

Satz 5.3/3: Es gelte fiir eine Primzahl P, wobei P>2 A P#p
P/G < P/(a?+b?) A P/nae(a+b),

und es sei die Gruppe ihrer Restklasse Z; = {E,B, .......... 1.

Dann ist

0rd(5~5_1) =2-p in Z;
Beweis: Es giltin Z;
46’ =0 o (@b P=-
Unter der Berticksichtigung, daf3 ord(a -B_l) =2 nicht zutreffen kann, da a- B_l %1 wegen

P /ncnt(@a+b) < a+b#0 in Z;
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folgt daraus
ord@-b )=2-p in Zp 0

Korollar 5.3/4: Die Primzahlen P sind (p) - Primzahlen und haben die Form
P=2-L, -p" +1, wobei p>2, LyEN, ggT(L, ;p) =1 und A€ Nohne0
oder P> 2-(p)+1

Beweis: Die Ordnung eines Elements ist nach Satz 4.5 stets ein Teiler der Ordnung der primen
Restklassen-Gruppe.

ord(a-Bil) / ord Z;
= @p/F-1
wobei nach Satz 4/1 ord Z; =P-1
Somit kann die Primzahl P nur die besagte Form haben.

Auch wenn eine Potenz der Primzahl von P den Faktor G teilt &ndert sich nichts an der Form der
Primzahl P. Wenn namlich gelten sollte

P*/G = P/G
& a' +b' =0 in Z;a = a +b" =0 in Z;
Also mufd wiederum die Teilung moglich sein

Z-p)/P-1) ¢

Wir setzen nun:

Statt @ > q, u=1;2;3; .cceeen.
Dann wird nach Satz 5.3 - 2
a+b=29~]'[qu,wobeiu=1;2;3; .......... (53-1)
Jede Primzahl kann mehrfach auftreten.
Statt P —» P, v=1;2;3; cruenon.
Damit ist nach den Sitzen von 5.3 - 3 und 5.3- 4
G(a; b) =[[P,, wobeiv=1;2;3;...... (5.3-2)

Jede Primzahl kann mehrfach auftreten.
Die Primfaktor 2 kann bei Gleichung (5.3 - 1), aber nicht bei Gleichung (5.3 - 2) auftreten, und
zwar wegen Satz 5.3 /4 auftreten, also P, # 2.

Satz 5.3/5: Fir alle Primzahlen q, und P, mit den in den Satzen 5.3/2 und 5.3/3 angefiihrten
Teilungseigenschaften, gilt
ggT(q,;P,) =1

Beweis: Das Elemente (5-5_1) hat in primen Restklassen-Gruppen ZZ die Ordnungen entweder

1 oder 2, in allen Z; aber die Ordnung (2-p). Also miissen die entsprechenden Module
verschieden sein. ()

Satz 5.3/6: Es gilt, unabhdngig ob die Summe (a + b) eine gerade oder ungerade Natiirliche Zahl
ist

ggT((a+b); G(a;b)) =1
Beweis: Folgt aus Satz 5.3/5. Aufderdem ist die Zahl 2 zu allen (p) - Primzahlen prim. ()

Annahme: Die Fermat-Gleichung (1 - 1) sei erfiillt, dann muf3 gelten nach Hilfssatz 5.3 - 1 und
unter Verwendung der Gleichungen (5.3 - 1) und (5.3 - 2)
c® =(@+b)-G(a;b) (5.3-3a)
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= o =20.T]qb - []P? (5.3 - 3b)
n v
Alle Faktoren miissen den Exponenten p bzw. (p) aufweisen.

Satz 5.3/7 Eine Voraussetzung, daf3 es Natiirliche Zahlen a, b und c gibt, welche die Fermat-
Gleichung (1 - 1) erfiillen, ist, daf die Summe (a + b) eine Fermat-Potenz ist.
Beweis: Nach Satz 5.3/6 gilt

geT((a+b); G(a; b)) =1
Wegen dieser Primheit muf3 jeder der beiden Faktoren von (5.3 - 3a) eine Fermat-Potenz sein.
Danach konnen die Zahlen a und b nicht beliebig gewahlt werden, sondern ihre Summe muf3
eben eine Fermat-Potenz sein, sonst ist ,Fermat“ von vornherein nicht erfillbar. ()

Def. 5.3/a: Aus diesem Grunde konnen wir die ersten beiden Faktoren von (5.3 - 3a) vereinfacht
als Fermat-Potenz schreiben:

a+b=7"

Def.: 5.3/b: Der dritte Faktor von Gleichung (5.3 - 3a) ist ebenso eine Fermat-Potenz und wir
konnen vereinfacht schreiben:

G(a;b) = Z°
Damit ist
P =2P 7P (5.3-4)

Nach Satz 5.3/6 gilt
geT(z;Z2) =1

Aus der Annahme ggT((a + b); p) =1 folgt im Ubrigen
P /nicht ©
Falls “Fermat” erfiillt ware.
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Kap. 5.4 Die Fermat-Summe und ihre Faktorisierung 2. Fall

Wir nehmen an, daf3

p/abc & p/ucea A P/uiccb A p/cC
Unter Fermat-Summe verstehen wir den Term aP +bP.
In diesem 2. Fall muf3 gelten, wegenp / c

ggT((a+b);p)=p

Hilfssatz 5.4/1a: Der Fermat-Ausdruck ldf3t sich in zwei Faktoren zerlegen
a) a?+b? =(a+Db)-H(a;b)
wobei H=H(a;b): = aP' —aP?b+aPb> —aP b’ + ...+ —....+a’b"> —ab?? + bP!
b) EsgiltH>1
Beweis: Siehe Hilfssatz 5.3/1 ()

Lemma 5.4/1b:
a) Unter der Bedingung, dafy ggT((a + b); p) = p, kann angenommen werden, daf} die exakte

Teilung gilt fir p®, wobei p>2 und ¢ >0
p°//@+b) < p// @P+bP)
b) Damit gilt
p //H(a;b)
Beweis:
Zu a) Siehe Satz 4/14.
Zu b) Folgt aus Hilfssatz 5.4/1a. ()

Wir fragen in den folgenden Satzen nach den Eigenschaften der in der Fermat-Summe
enthaltenen Primzahlen und bezeichnen sie mit q bzw. P.

Satz 5.4/2: Es sei gegeben die Primzahl q, mit q > 2 A q#p und es gelte

q/@+b)
Weiterhin sei ZZ ={a,b, .. } die Gruppe der primen Restklasse.

Dann gilt
ord(g-B_l) =2 in Z;

Beweis: Siehe Satz 5.3/2. Uber der Form der Primzahlen q 1483t sich nichts aussagen. ()

Satz 5.4/3: Es gelte fiir eine Primzahl P, wobei P>2 A P#p
P/H < P/(a?+b?) A P /uame(a+b),
und es sei die Gruppe ihrer Restklasse Z; ={a,b, e }.
Dann ist
ord(g‘g_l) =2-p in Z;
Beweis: Siehe Satz 5.3/3 ()

Korollar 5.4/4: Die Primzahlen P haben die Form; sie sind also (p) — Primzahlen
P=2-L, p" +1, wobei p>2, L, EN, gegT(L, ;p) =1 und A€ NohneO

oder P —» 2-(p) +1

Beweis: Siehe Satz 5.3/4 ()
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Insgesamt existieren damit hochstens vier, mindestens aber drei verschiedene Primzahlen-Arten
mit folgendem Teilungsverhalten:

Falls a und b je ungerade sind. kann ein weiterer Teiler der Fermat-Summe noch die Primzahl 2
sein. Sie kann nur in der Summe (a + b) auftreten, da sie sicher nicht die Form 2- (p) +1 hat.

2%// (a+b), wobei &> 0
Nachdem ggT((a + b); p) = p angenommen wurde, muf3 die Primzahl p sowohl in der Summe
(a+ b) als auch im Term H(a, b) (siehe Lemma 5.4/1b) auftreten.

p°//@+b) < p'//(aP+bP)
Statt q verwenden wir nun 4 wobei u =1;2; 3; .....

q—> 9, 9, #p A q, 22 qu/(a+b) fiir alle p
Statt P verwenden wir nun P, wobei v =1;2;3;.....

P>P P #p P, /H < P /(aP+bP) aber P, /uac(a+b) firalle v

Satz 5.4/5: Fir alle Primzahlen g, und P, mit den in den Satzen 5.4/2 und 5.4/3 angefihrten

Teilungseigenschaften, gilt
geT(q,;P) =1

Beweis: Das Elemente (E‘B_l) hat in primen Restklassen-Gruppen ZZ die Ordnung 2 (bzw. 1),

in allen Z; aber die Ordnung (2-p). Also miissen die entsprechenden Gruppen verschiedene
Module (Primzahlen) haben. ()

Satz 5.4/6: Es gilt aber

ggT((a+b); H(a; b)) =p
Beweis: Folgt aus Satz 5.4/5 in Verbindung mit Lemma 5.4/1b. AufRerdem kénnen wegen Satz
5.4/3 Potenzen der Zahl 2 nur in der Summe (a + b) auftreten; sie ist zu allen (p) -Primzahlen

prim. ()

Annahme: Die Fermat-Gleichung (1 - 1) ware erfiillt; zu den gewahlten Argumenten a und b
gdbe es eine natiirliche Zahl c, dann gilt

¢ =(a+Db) - H(a; b)
In diesem Fall ist die Summe nach Satz 5.4 /2
a+b=20pP1 -I_qul , wobei (p)>p (G4-1)
0

und die Funktion nach Satz 5.4/3
H(a;b) = p-[ [P (54-2)

Wobei der Exponent vom Primfaktor p wegen Lemma 5.4/1b in beiden Termen aus der Reihe
tanzt.

Satz 5.4/7: Als Voraussetzung fiir die Erfiillbarkeit von ,Fermat” muf} die Summe (a + b) eine
Fermat-Potenz sein, ausgenommen der Faktor p(p)_1 .
Beweis: Nach Satz 5.4/6 gilt

ggT((a+b);H(a; b)) =p
Wegen dieser eingeschrankten Primheit miissen die Gleichungen (5.4 - 1) und (5.4 - 2) je eine
Fermat-Potenz sein - mit Ausnahme eben des Exponenten von p. Die Argumente a und b kénnen
also nur so gewahlt werden, dafd ihre Summe diesen Vorgaben entspricht. Sonst ist die Fermat-
Gleichung von vornherein nicht zu erfiillen. ()

27



Def. 5.4/a: Wir konnen deshalb definieren und damit vereinfachen
a+b=pPl.zP

Def. 5.4/b: Weiterhin definieren und vereinfachen wir

H(c;b) = p-Z°
Damit ist
cP =p®P). zp.7pP (5.4-3)

Es gilt nach den Satzen 5.4/2,5.4/3 und 5.4/5:
ggT(;z)=1 A gegT(pZ) =1 A gglT(zZ)=1
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Kap. 6.1 Beweis von Falll A

Wir nehmen an, daf} unter nachstehenden Voraussetzungen gilt die Fermat-Gleichung

F1(a, b, c; p) aP +bP =cP (6.1-0/1)
Es soll keines der Argumente durch die Primzahl p, mit p > 2, teilbar sein:

P /niene @b€) S Py @ A P lpiene bA P yien €

Damit sind die entscheidenden Voraussetzungen (notwendigen, jedoch nicht hinreichenden
Bedingungen) fiir eine mogliche Erfiillbarkeit der Fermat-Gleichung:

1) c-b=x" nach Def. 5.1/c ggT((c-b);p)=1 (6.1-1a)
2) c-a=yP nach Def. 5.1/e ggT((c-a);p)=1 (6.1-1b)
3) a+b=2" nach Def. 5.3/a ggT((a+b);p)=1 (6.1-1c)

Eigenschaften der Argumente a, b, c und der Potenzen von x, y, z
Die Argumente a, b und c kdnnen wegen der Hilfssiatze 5.1/1 und 5.3/1 keine Primzahlen sein.

Satz 6.1/1: Zwei Argumente a, b, c miissen ungerade sein, eine muf} eine gerade natiirliche Zahl
sein. Dieselbe Eigenschaft muf3 auch das Tripel x, y, z haben.
Beweis: Bei der Verteilung der geraden (g) und ungeraden (u) Zahlen auf die Argumente gibt es

drei Moglichkeiten:

1) (a bc) - (guu

Dann ist
c-b > g Also x* - g
c-a - u Yy - u
a+b > u zZ’ > u

2) (a,b,c) » (ugu)
Dann ist (geht durch Vertauschung von a mit b hervor.)

xXX 5 u

vy - g

7z > u
3) (a,b,c) »> (wug
Dann ist

c-b > u Also x* > u
c-a > u yY = u

at+b > g 2 > g 0

Satz 6.1/2: Die Zahlen x, y, z sind paarweise zueinander prim und damit auch deren Potenzen.
Beweis: Es gilt dieses Teilungsverhalten, erkennbar aus den obigen Gleichungen (6.1 - 1a, b, ¢)

xP/aP A yP/bBP A ZP /P
Nachdem die Argumente a, b, c (und ihre Potenzen) paarweise zueinander prim sind, wie ange-
nommen und gefordert, sind es auch deren Teiler, diese Potenzen. ()

Zusammenhang der Argumente a, b und ¢ mit den Potenzen x°, y” und z”.
Aus den Gleichung (6.1 - 1a) und (6.1 - 1b) folgt
b+xP=a+y’

e 1) a-b=xP-y°
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) a+b=12"
Durch Addition von I) mit II)

& 2a=xP-yP 4+ 2P (6.1 - 2a)
Durch Subtraktion von I) von II)

© 2b=-x"+y" +72° (6.1 -2b)
Durch Einsetzen in 1) oder 2)

e 2¢c=xP+y? + 2P (6.1 -2c¢)

Wegen Satz 6.1/1 sind die Ausdriicke auf der rechten Seite gerade Natiirliche Zahlen. Demnach
sind die Argumente a, b, c Natiirliche Zahlen und miissen Terme solcher Potenzen sein. Das sind
die notwendigen Bedingungen fiir die Erfiillbarkeit der Fermat-Gleichung (6.1 - 0). Wegen ihrer
Wichtigkeit bezeichne ich diese Gleichungen als Hauptgleichungen des Fermat-Problems.
Zugegeben, sie sind auch von einer gewissen ,Schonheit, einer mathematischen®.

Wiederholung von Kap. 1), nach Bedarf abgedndert: n — p
Nach Satz 1/1: Damit die Fermat-Gleichung

aP +bP =cP
tiberhaupt aufgestellt werden kann, muf3 gelten
a+b>c.
Beweis: Annahme:
a+b<c
= (@a+bP<cP
Nun ist
aP+bP < (a+Db)P, firp>1
Dann ware
aP +bP <P

im Widerspruch zur Forderung. Also ist die Behauptung richtig. ()

Satz 6.1/3: Die Potenzen des Tripels %, y, z miissen der - dufderst wichtigen - Ungleichung
genugen

xP+ yP < 2P (6.1 - 3a)
Beweis: Damit die Fermat-Gleichung

aP +bP =cP
tiberhaupt aufgestellt werden kann, muf3 nach Satz 1/1 gelten

at+b>c < c-(a+b)<o0
Wir bilden von den Gleichungen (6.1 - 1a, b, ¢) die Summe von 1) mit 2) und subtrahieren 3).
Damit erhalten wir

2[c-(@+Db)]=x"+ yP - 2P
Nachdem gelten muf3
2[c-(a+Db)]<0
ist es notwendig und hinreichend, daf3
e xXP+yP<?

Satz 6.1/4a: Weiterhin gilt die Teilung

z / (xP + yP), wobei z > max(x; y) (6.1-3b)
Beweis: Es gilt nach Gleichung (5.3 - 4)
cP = 7P 7P

also gilt die Teilung
2’ /o» & z/c
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Nun ist nach (6.1 - 2¢)
2c=xP+y?P + 7P
Damit gilt, nachdem z > 2
z/(xp+yr)

Man kann Natlirliche Zahlen x, y, z wahlen und damit die Argumente a, b, ¢ berechnen. Dabei
miissen die Zahlen paarweise zueinander prim sein und den Forderungen der Sitze 6.1/3 und
6.1/4 geniigen. Trotz der gewdhlten paarweisen Primheit der Zahlen x, y, z ist nicht
gewahrleistet, dafd auch die berechneten Argumente a, b, c paarweise prim sind. Damit ist eine
Fermat-Gleichung von vornherein nicht gegeben. Umgekehrt aber ist die paarweise Primheit der
Argumente a, b, c nach Satz 6.1/2 hinreichend fiir jene der Zahlen x, y, z.

Wir nehmen nun an, daf3 eine weitere Fermat-Gleichung existiert

F2(A, B, C; p) Ap + Br=CP (6.1-0/2)
Und zwar unter den obigen Voraussetzungen, daf die Argumente ebenfalls paarweise prim sind
und daf3 ebenfalls keines der Argumente durch die Primzahl p, mit p > 2, teilbar ist:

P /nicne (ABC) & plicne A A P lyiene B A P /yiene €

nicht nicht

Die notwendigen Bedingungen fiir die Existenz dieser Fermat-Gleichung sind die
Hauptgleichungen, die wir wie folgt aussehen

2A=x-y" +zg (6.1 - 4a)
2B=-x" + y? +z5 (6.1 - 4b)
2C=x"+yP’ +z4 (6.1 - 4c)

Satz 6.1/4b: z; mufd nach Satz 6.1/4a ein Teiler des Termes (x” + y?) sein.

Wir miissen die Existenz eines zweiten Teilers z; des Termes (x” + y”) nachweisen.
Beweis: Dabei genligt es, eine allein hinreichende Bedingung anzugeben.
Diese hinreichende Bedingung liefert nach Hilfssatz 5.3/1 die Zerlegung des Terms in zwei
Faktoren:
xP+yP=(x+y) G(xy), wobei ggT((x+y) G(x,y))=1
Demnach hat dieser Term mindestens zwei, sogar zu einander prime, Teiler, ndmlich
(x+y) und G(x,y)
Es konnte also sein

ZEZ1=X+Yy (6.1-5a)

Zg =72 = G(X,y) (6.1 -5b)
Nach Satz 6.1/3 miissen sie diese Ungleichungen erfiillen
Im 1. Fall z

xp+yP < (X+y)P (6.1 - 6a)
Im 2. Fall zg

xp +yp < (G(x,y))P (6.1 - 6b)

Diese Ungleichungen sind erfiillt und die Existenz von z ist damit gezeigt. ()

Esist G(x, y) wegen Satz (5.3/3) und Gleichung (5.3 - 2) stets eine ungerade Zahl.
Unter Umstanden konnten auch Teiler von (x + y) und G(¥%, y) gewahlt, unter der Voraussetzung,
daf$ damit obige Ungleichungen und folgende Bedingungen erfiillt werden kénnen.

Zu Satz 6.1/1: Zwei Tripel x, y, z; miissen ungerade sein; nach Gleichung (6.1 - 4c) moglich.

Zu Satz 6.1/2: Die Zahlen x, y, z; sind paarweise zueinander prim, damit auch deren Potenzen. Sie
sind namlich jeweils Teiler der Argumente A, B, C, die ebenfalls zueinander paarweise prim sind.

xP JA» A yP/Br A Zg/Cp
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Wichtiger Hinweis:

Wire nur eine der Aussagen der Satze 6.1/2, 6.1/3 und 6.1/4 nicht erfiillt, dann ware die Fermat-
Gleichung (6.1 - 0/2) von vorn herein nicht erfiillbar. Wir haben aber gezeigt, daf} diese
Voraussetzungen gegeben sind, denn wir wollen beweisen, daf} trotzdem die Fermat-Gleichung
(6.1 - 0/2) nicht erfiillt werden kann. Und dieser Beweis ist jener von Satz 6.1/6.

Aus den Hauptgleichungen kann man ermitteln

1) C-B=x" nach Def. 5.1/c ggT((C-B);p)=1 (6.1-7a)
Folgt durch Subtraktion der Gleichung (6.1 - 4c) mit (6.1 - 4b)
2) C-A=yP nach Def. 5.1/e ggT((C-A);p)=1 (6.1-7Db)
Folgt durch Subtraktion der Gleichung (6.1 - 4c) mit (6.1 - 4a)
3) A+B= Zg nach Def. 5.3/a ggT((A+B);p)=1 (6.1-7¢)

Folgt durch Addition der Gleichung (6.1 - 4a) mit (6.1 - 4b)

Wir vergleichen (6.1 - 7a) mit (6.1- 1a).
Die beiden Differenzen haben die gleichen Potenzen, ndmlich xr. Dann gilt
C-B=c-b (6.1-8a)
Wir vergleichen (6.1 - 7b) mit (6.1- 1b).
Die beiden Differenzen haben die gleichen Potenzen, ndmlich yr. Dann gilt

C-A=c-a (6.1 -8b)
Das ist nur mdglich, wenn

A=a+m (6.1-9a)

B=b+m (6.1-9b)

C=c+m, wobei me2N\0 (6.1-9¢)

Im Nachhinein kann man zeigen, daf} die Argumente A, B, C paarweise prim sind, falls

(6.1-0/2) eine Fermat-Gleichung sein soll.

Wenn gilt ggT(c; b) = 1, dann gilt wegen (6.1 - 8a) auch ggT(C; B) =1

Wenn gilt ggT(c; a) = 1, dann gilt wegen (6.1 - 8b) auch ggT(C; A) =1

Sollte sich um eine Fermat-Gleichung wie (1 - 1) handeln, dann gilt auch
geT(A;C0)=1 A ggT(B;C)=1

Eigenschaft der ,Verschiebungszahl“ m

Es mufd angenommen werden, dafd m eine gerade Natlirliche Zahl ist.

Ware m ungerade, dann waren zwei von den Argumenten A, B, C gerade Natiirliche Zahlen,
nachdem angenommen wurde, dafd von den Zahlen a, b, c zwei ungerade sein miissen. In diesem
Falle wire die Fermat-Gleichung F2 von vornherein nicht erftllbar.

Ist die Zahl m dagegen gerade, dann konnte F2 durchaus eine erfiillbare Fermat-Gleichung
darstellen.

Daraus ergibt sich eine weitere Bedingung fiir Zg.

Aus Gleichung (6.1 - 8¢) und den Gleichungen (6.1 - 2¢) und (6.1 - 4c) folgt
Zg=zp+m,wobeimEZN\0 (6.1-10)
Nachdem m als gerade angenommen wurde, nicht ohne Grund, sind also z und z; entweder beide

gerade oder ungerade. Eine Bestatigung von Satz 6.1/1.

Zu Satz 6.1/3: Die Potenzen des Tripels X, y, z; miissen der - dufderst wichtigen - Ungleichung
genlgen

xP+ yP < ng
Diese Ungleichung gilt, denn nach Gleichung (6.1 - 10) ist
P+ yP < 2P <Z§ O
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Wir wollen wir nun zeigen, dafd unter der Ann ah m e, daf erfiillbar ist die Fermat-Gleichung

F1 aP+bP =c? (6.1-0/1)
die weitere Fermat-Gleichung
F2 AP+BP =CP (6.1-0/2)

aber nicht erfiillt werden kann ist.
Wir setzen dabei voraus, daff die Bedingungen, die an das Argumente zg; gestellt wurden,
gegeben sind. Dazu bendtigen wir zunachst den

Hilfssatz 6.1/5: Angenommen, es gelte
ar+br=cr
Dann existieren die Ungleichungen
ae-0 +be-B>ck-b firk=1,2,3, ... (p-1)
Beweis: Es ist
a+b>c und c>max(a,b)
Wiirde die ,umgedrehte” Ungleichung gelten
ar-1+4+br-1<cp-1
Dann ware zundchst nach Multiplikation mit ¢
ar-l-c+bp-1.c < cp-l-c
und weiter
ar-l.a+br-1.b < ar-l.c+brp-1.¢c < cr-1l-c
Also es wire
ar+br<cp
im Widerspruch zur Annahme, daf3
ap + bp =cp
Also muf auch gelten
ar-1 + pr-1>cp-1
Und in einem weiteren Schritt abwarts kann ebenso nur gelten
ar-2+4br-2>cp-2
Ware dagegen
ar-2+4br-2< cp-2
Dann wiére analog nach obiger Herleitung
ar-1+4+br-1<cp-1
was mit dem Vorhergehenden im Widerspruch ware.
Wir kénnen einen Abstieg machen bis zuletzt k = (p - 1), dann gilt wie bekannt nach Satz 1.1
a+b>c

Satz 6.1/6: Annahme: Es sei erfiillt die Fermat-Gleichung
F1 aP+bP=cP
Wir behaupten:
Dann kann nicht erfiillt werden
F2 AP+BP =CP
Sondern es gilt, wenn
A=a+m und B=b+ m sowie C=c+m, fir einbeliebiges m € 2N ohne 0
die Ungleichung
(@+m)p+(Mb+m)p>(c+m)p < Ap+Br>Cp
Beweis: Es ist
AP =(a+m)°

= TP () aPkm*

=P aP + P aP'm+ P a??m? 4 + P amP™! + P m?
0 1 2 p—1 p
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CP=(c+m)’

=P cP + P P 'm+ P P2m? o + P cemP! 4+ P m?
0 1 2 p—1 p

Vergleichen wir die drei Reihen, so ergeben sich die Gleichungen, wie angenommen.
k=0 aP +bP =P

Nachdem F1 erfiillt sein soll, heben sich diese Argumente auf beiden Seiten heraus.
Die folgenden Ungleichungen sind eine Folge von Hilfssatz 6.1/5

a®e-© +be-0 > - fir k=1,2,3, ..c..... (p-1)
und schliefilich fiirk =p
2 mp > mp

F2 kann somit keine Fermat-Gleichung sein. Die Werte der jeweiligen Summe der Potenzen auf
der linken Seite sind grofder als die jeweiligen Werte der Potenzen auf der rechten Seite.
Damit gilt

AP +BP >CP ()

FAZIT

Bei beiden Fermat-Gleichungen F1 und F2 sind jeweils exakt ein- und dieselben Voraussetzungen
gegeben. Es miifsten demnach jeweils beide Gleichungen erfiillt werden kénnen - oder eben
beide nicht.

Die Antwort liefert die Anwendung der Schlufdregel modus tollens:
Ist die Fermat-Gleichung F1 zu erfiillen,
dann ist auch die Gleichung F2 erfiillbar,
- wegen der exakt gleichen Gegebenheiten als Teiler des Terms (x? + yr)
- Die Gleichung F2 ist aber nicht erfiillt.
- Das ist bewiesen! — Letztlich durch die Satze 6.1/5 und 6.1/6
Dann ist auch die Gleichung F1 nicht zu erfiillen.

Die Behauptung laf3t sich verallgemeinern.

Schlufisatz:

Im Fall I A gibt es zu jedem Exponenten p, p > 2, kein natiirliches Zahlentripel (a; b; c), das eine
Fermat-Gleichung wie (6.1 - 0/1) erfiillen kénnte.

34



Kap. 6.2 Beweisder FilleIB1undIB 2

Wie in den Kap. 5.2 dargelegt, bediirfen Falle, bei denen ein Argument den Exponenten p,
mit p > 2, als Primfaktor enthalt, einer eigenen Behandlung. Wir werden diese nun ausfiihren.

Wir unterscheiden zunachst zwei Fille:

EntwederIB1) p/a aber p /b A D/ € (6.2-0/0)
oder IB2) p/b aber p/,uC A P/ @
Im Kap. 6.3 werden wir behandeln den Fall
IB3) p/c aber p/,ma A Plucne P (6.3-0/0)
FallIB 1)
Gegeben sei die Fermat-Gleichung
Fl(a,b,c;p) aP+b?=cP, wobeip/a (6.2-0/1)

Die entscheidenden Voraussetzungen (notwendigen, aber nicht hinreichenden Bedingungen) fiir
die Erfiillbarkeit der Gleichung sind:

1) c-b=p®~1x" nachDef.5.2/a ggT((c-b);p)=p (6.2-1a)
2) c-a=yP nach Def. 5.1/e ggT((c-a);p)=1 (6.2 - 1b)
3) a+b=72" nach Def. 5/3a ggT((a+b);p)=1 (6.2-1c¢)

Zusammenhang der Argumente a. b, ¢ mit der Potenz p®®~ 'xr und den Potenzen y*, z°
Herleitung der Hauptgleichungen wie bei Kap. 6.1

2a= p(p)— 1 XP _ yP + ZP (62 - Za)
2b=-p®-1xP 4 yP 4 2P (6.2 -2b)
2¢c= p(p)— 1 XP + yp + ZP (62 - ZC)

Die Argumente a, b, ¢ miissen Summen dieser Potenzen sein. Das ist die notwendige Bedingung
fiir die Erfiillbarkeit der Fermat-Gleichung (6.2 - 0/1).

Die Satze 6.1/1, 6.1/2, 6,1/3 und 6.1/4 konnen analog iibernommen werden.

Satz 6.2/1: (analog Satz 6.1/1
Wegen Satz 6.1/1 sind die Ausdriicke auf der rechten Seite von (6.2 - 2a, b, c¢) gerade nattirliche

Zahlen. Das bleiben sie auch; der Faktor p®~ ! hat darauf keinen Einfluf. ()

Satz 6.2/2: (analog Satz 6.1/2)
Nachdem die Argumente a, b, c als paarweise prim angenommen werden, sind es auch deren
Teiler. Also die angenommene Primheit der aktuellen Potenzen nach Satz 6.1/2

p®=1xP yP P

gilt weiterhin. Der Faktor p® -1 hat keinen Einfluf3. ()

Satz 6.2/3: (nach Satz 6.1/3)
Die notwendigen Bedingungen (6.2 - 2a, b, ¢) sind nur erfiillt, wenn gilt

pP—1xP 4 yP < ZP (6.2 - 3a)
Beweis: Es ist

2[c-(a+Db)]<0
Daraus folgt die Aussage, hergeleitet wie bei Satz 6.1/3

2[c-@+b)]=pP~1xP + y? - 2 & p@-IxP 4 yP < 7P ()
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Satz 6.2/4: Weiterhin gilt analog Satz 6.1/4 die Teilung
2/ (PP~ 1x" + yP) (6.2 - 3b)
Beweis: Falls ,Fermat” erfiillt werden kann, gilt nach Gleichung (5.3 - 3a)
c? = (a+b)-G(a; b), wobei ggT((a+ b); G(a;b)) =1
Diese Gleichung ist hergeleitet fiir den Fall I A, daf3
P / niche (a*brc)
Sie ist aber auch verwendbar fiir den Fall I B 1
p/a aber p/ . ..b A p/ c

nicht nicht

denn es gilt, und das ist notwendg,
p / nicht (a + b)
Nach Def. 5/3a ist nun
at+b=72"
Also gilt
z/zz» & z/c
Zusammen mit Gleichung (6.2 - 2¢) folgt daraus

z/ (P~ x" + y*) ()

Wir nehmen nun an, daf? eine weitere Fermat-Gleichung existiert

F2(A,B,Cp) Ar+Br=Cp (6.2-0/2)
Und zwar unter den gleichen Voraussetzungen wie oben
p/A aber p/ypB A Py C (6.2-0/3)

Wir fithren einen neuen Teiler z;; des Termes (p®~1x? + y?) ein. Also

zg [ P71xP - yP)
Die dazugehorigen Hauptgleichungen mit dem neuen Teiler zg lauten

2A=p®71xP _yP 4 20 (6.2 - 4a)
2B=-p®1xP 4 yP + 22 (6.2 - 4b)
2C=p®~1x" 4+ yP +27, (6.2 - 4c)

Zunichst untersuchen wir die Eigenschaft des Termes (p®~1x? + yP).
Annahme:
Nr.1) Der Term (p®~1xP + yP) ist keine Primzahl; er hat also mindestens 2 Teiler:

a)  z/E® X+ yP)
b)  ze/ (PT1x" +y)
Nr. 2) Der Termist (p®~1xP + yP) ist eine Primzahl. Er hat nur den einen Teiler z.

Das bedeutet: z=p®~1xP + yP

Wir behandeln zunachst die Annahme Nr. 1)

Die notwendigen Bedingungen fiir die Erfiillbarkeit von ,Fermat” sind, die wir wie in Kap.6.1 aus
den Hauptgleichungen (6.2 - 44, b, c) ermitteln kénnen:

1) C-B=p®~1xP nachDef.5.2/a ggT((C-B);p)=p (6.2 - 5a)
2) C-A=y nach Def. 5.1/e ggT((C-A);p)=1 (6.2 -5b)
3) A+B= Zgl nach Def. 5/3a ggT((A+B);p)=1 (6.2-5c)
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Wir vergleichen die beiden notwendigen Bedingungen zu den Fermat-Gleichungen F1 und F2.
Nach (6.2 - 5a) und (6.2 - 1a) gilt

p®-1= C-B=c-b (6.2 - 6a)
nach (6.2 - 5b) und (6.2 - 1b) gilt

yp = C-A=c-a (6.2 -6b)
Das ist nur moglich, wenn

A=a+m (6.2-73a)

B=b+m (6.2 -7b)

C =c+ m, wobei zundchst m eine gerade Natiirliche Zahl ist. (6.2-7¢)

Im Nachhinein kann man zeigen, dafd die Argumente A, B, C paarweise prim sind, falls (6.2 - 0/2)
eine Fermat-Gleichung sein soll.
Wenn gilt ggT(c; b) = 1, dann gilt wegen (6.2 - 6a) auch ggT(C; B) =1
Wenn gilt ggT(c; a) = 1, dann gilt wegen (6.2 - 6b) auch ggT(C; A) =1
Sollte sich um eine Fermat-Gleichung wie (6.2 - 0/1) handeln, dann gilt auch
geT(A; 0 =1 A ggT(B;0)=1

Eigenschaften der ,Verschiebungszahl“ m

Es mufd angenommen werden, dafs m eine gerade Nattirliche Zahl ist.

Wire m ungerade, dann wédren zwei von den Argumenten A, B, C gerade Natiirliche Zahlen,
nachdem angenommen wurde, daf} von den Zahlen a, b, c zwei ungerade sein miissen. In diesem
Falle ware die Fermat-Gleichung F2 von vornherein nicht erfiillbar.

Ist die Zahl m dagegen gerade, dann konnte F2 durchaus eine erfiillbare Fermat-Gleichung
darstellen.

Weiterhin mufd aufgrund der geforderten Voraussetzungen (6.2 - 0/0) und (6.2 - 0/3) die
Teilung gelten

p/a A p/A

Damit mufd m schliefdlich ein gerades ganzzahliges Vielfaches des Exponenten p sein.
m=(2p) (6.2-8)

Aus den Gleichungen (6.2 - 2¢) und (6.2 - 4c) mit Gleichung (6.2 - 7c) kann man den Zusam-
menhang zwischen z und zg: ermitteln.

2C=2c+2m
= C=c+(2p) (6.2-9a)
= pP7IxP 4y 42 = (pPTIxP +yP +2P)+(2p)
= 25 = 2" + (2p) (6.2 - 9b)
= ng1 -7z = (@2p) (6.2-9c¢)
= Zg>1Z (6.2-9d)

An die Hauptgleichungen der Fermat-Gleichung F2 werden folgende Voraussetzungen gestellt.

ZuSatz 6.2/1

Zg1 mufd gerade sein, wenn z gerade ist, aber zg; mufd ungerade sein, wenn z ungerade ist.

Die Voraussetzung ist wegen (6.2 - 9¢) erfiillt, da die gerade Zahl (2p) quasi neutral bei der
Addition ist.

Zu Satz 6.2/2: Die Zahlen, Potenzen miissen paarweise prim sein.

geT(p®~1xr;yp) =1 ggT(p®~1xP; zg)) =1 usw.
Wie angenommen und oben noch einmal gezeigt, gilt die paarweise Primheit der Argumente A,
B, C und damit auch die paarweise Primheit von ihren Teilern (p x), y, Zg1 -
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Zu Satz 6.2/3: Es muf3 die Ungleichung gelten
p(p)—lxp + ¥y < Zg1

Und es gilt auch wegen (6.2 - 9¢, d)
p(p)— I P <o < ng1

Wichtiger Hinweis:

Waire nur eine der Aussagen der Satze 6.2/1, 6.2/2 und 6.2/3 nicht erfiillt, dann ware die Fermat-
Gleichung (6.2 - 0/2) von vorn herein nicht erfiillbar. Wir haben aber gezeigt, daf} diese
Voraussetzungen gegeben sind, denn wir wollen beweisen, daf} trotzdem die Fermat-Gleichung
(6.2 - 0/2) nicht erfiillt werden kann. Und dieser Beweis ist jener von den Sétzen 6.1/5 und 6.1/6,
denn wir in diesem Kapitel wieder brauchen werden.

An den zwei Unbekannten z und zg; werden drei Bedingungen gestellt:

Nr.1a) z/(p®~1xP + yP) (6.2 - 10a)
1b) zg / (PP~ 1xP + yP) (6.2 - 10b)

und nach (6.2 - 9¢)

Nr. 2) Zgl -z =Q2p

Diesen drei Bedingungen kann nur in Sonderféllen, aber nicht im Allgemeinen entsprochen

werden. Denn die Differenz der beiden Teiler mufd keinen vorbestimmten Wert aufweisen, und
wenn, dann mufd einer davon kein Teiler sein.

Fall 1)

Wir nehmen an, daf3 diese beiden Unbekannten z und zg: den drei Bedingungen geniigen.

Dann kénnen wir nun von Kap. 6.1 den Hilfssatz 6.1/5 und den Satz 6.1/6 voll und ganz
iibernehmen. Es spielt ndmlich in diesen Satzen iiberhaupt keine Rolle, dafd im Fall I A alle
Argumente a, b, c zum Exponenten p prim sind, wahrend jetzt im Fall I B 1 (nur) das Argument a
den Exponenten p als Teiler hat. Der Faktor p tritt in den Gleichungen der Sitze 6.1/5 und 6.1/6
nicht in Erscheinung.

Fall 2)
Nun nehmen wir an, dafs diese beiden Unbekannten z und zg allen drei Bedingungen nicht
gentigen.

Fall 2a)
Wir wollen zunachst die beiden Teilungsmdoglichkeiten (6.2 - 10, b) als gegeben ansehen,
Gleichung (6.2 - 9c¢) soll aber nicht erfiillt werden kénnen.
Beibehalten wollen wir und miissen wir aber dagegen die Bedingungen
C-B=c-b
C-A=c-a
Zweifellos gehen damit die beiden Fermat-Gleichungen aus Verschiebungen hervor.
C = c + m, wobei jetzt m zwar eine gerade Natiirliche Zahl ist, aber

m # (2p)
Damit ist

Zgl -7z # (2p) (6.2 -11a)
Und weiter ist

C#xc+(2p) (6.2-11b)

Satz 6.2/5: Unter den Bedingung (6.2 - 10a, b) und (6.2 - 11a), sowie (6.2 - 11b) kann keine der
beiden Fermat-Gleichungen F1 und F2 ist erfiillt werden.
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Beweis: Wenn man nun annimmt

1,) F1(a, b, c; p) ist eine erfiillbare Fermat-Gleichung,
dann kann F2(A, B, C; p) keine sein.

2,) F2(A, B, G; p) ist eine erfiillbare Fermat- Glelchung,
dann kann F1(a, b, c; p) keine sein.

In beiden Féllen miifdte gelten

C=c+(2p).
Das ist eben nicht der Fall.
Die Folgerung ist, daf3 keine der Fermat-Gleichungen F1 und F2 erfiillt werden kann. ()

Fall 2b)
Wir behandeln nun die zweite Moglichkeit, dafd die Differenz der beiden Potenzen den festen

Wert (2 p) hat, aber an der Teilbarkeit von (pP~1xP 4 yP ) durch z und zg1 Zweifel bestehen.

Satz 6.2/5b: Unter dieser genannten Bedingung ist keine der beiden Fermat-Gleichungen F1 und
F2 zu erfiillen.

Beweis:
Wenn man nun annimmt, daf3

1) Z /o PP 1xP + yP) aber zgm /(P 1xP + yP)
Dann erfiillen die Hauptgleichungen (6.2 - 2a, b,c) nicht die notwendigen Bedingungen, so daf3

die Fermat-Gleichung F1(a, b, ¢; p) nicht erfiillt werden kann, wohl aber konnte F2 erfiillt sein.
Wenn man annimmt, daf3

2) z/@EP7IxP +yP) aber zg /uine (PP TIxP + yP)
Dann erfiillen die Hauptgleichungen (6.2 - 4a, b,c) nicht die notwendigen Bedingungen, so daf3

die Fermat-Gleichung F2(A, B, C; p) nicht erfiillt werden kann, wohl aber kénnte F1 erfiillt sein.
Die Folgerung ist, daf} kann keine der Fermat-Gleichungen erfillt werden. ()

FAZIT

Damit ist gezeigt, dafd unter der Annahm e Nr.1, die Fermat-Gleichung
F1 aP?+bP=cP, wobei p/a

und die weitere Fermat-Gleichung
F2 AP +BP=CP, wobei p/A

nicht erfiillt werden kénnen.

Wir behandeln nun Annahme Nr. 2)
Der Ausdruck (p®-1xP + y?) sei eine Primzahl.
Eine Fermat-Gleichung F1(a, b, ¢; p) (6.2 - 0/2) kénnte dennoch existieren.

Also: Es existiere nur ein brauchbarer Teiler, namlich die Primzahl

7= p(P)—lxp + yp (6.2 - 12)
Die Methode Nr. 1 von oben kann nicht angewandt werden. Wir beschreiten einen anderen Weg;
wir versuchen einen Direkten Beweis.

Die Argumente sind
2c=p®-1xPy P 4 (p@®~-1xP 4 yPyp (6.2-13a)

2a=pP=1xP — yP 4 P
= (p(p)—lxp +yP +2P)-2yp
=2c-2yp (6.2 - 13b)
a=c-yp
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2b= —p®=1xP 4 yP 4 7P
= (-p®~1xP + yP + zP) -2 p®)-1xp
=2c—2p(P)—1xP
b=c- p®-1xp (6.2-13¢)

Satz: 6./7:
In einer aufwendigen Herleitung wollen wir zeigen, dafd die Fermat-Gleichung unter den oben
hergeleiteten Bedingungen (6.2 - 12) und (6.2 - 13a, 13b, 13c) nicht erfiillt werden kann.

Sei also
ar 4+ bp =cp
= (c— yp)P + (c— p(P)-lxp)P = cp
Z1yp

®

= P~ L+ o - B
(p)-

= (1-Lp+ (1- B
Erster Summand: Es gilt

yP _2yP _ 2yP
¢ 2c  p®-1xp 4 yp 4+ (p(P)-1xP + yP)P (6'2 15a)
Daraus folgen die Vereinfachungen
2yP 2yP _ 2yP 2

)p = Cp
IXp

¥ =1 (6.2 - 14)

p(P)=1xP 4 yP + (p(P)~1xP 4 yP)P yP + (yP)P ~ yP 4 yP*P -1 +yP*P—P <1
Der Term p®-1x" wurde weggelassen. Es wurde mit y” gekiirzt.
2 yP 2
= 1- p®)=1xP +yb + (pP)-1xP + yP)P > 1- 1+yP*pP-Dp >0 (6.2-15b)
Gegeben sei der erste Summand als Funktion
2
[V =0- 55" (6.2 - 16a)
Moéglicher minimaler Anfangswert zu p = 3
2
y:2 f(Z) = (1—m)3:0,910

Die Anfangswerte fiir grofdere Primzahlen als 3 liegen noch naher bei der Zahl 1.
Grenzwert

limy, ,, f(y) = 1 fir jede beliebige Primzahl p, wobei p > 2

Definitionsbereich [2; oo

Kurvendiskussion

Ableitung

df _ 2 _ 2.(p2_p).yp*p—p—1

SO =p (- e P ey (6.2 - 16b)

Die Steigung ist stets positiv.
% >0 firalley
Also ist der Wertebereich im schmalen Gebiet [0,910......... ; 1,000([

Zweiter Summand: Es gilt
p(P)-1xp 2 p(P)-1xp 2p®P)—1xp

C 2c = p®)=1xP 4 yP 4 (p(P)~1xP 4 yP)P (6'2 _17a)
Daraus folgen die Vereinfachungen: Wir schreiben im 3. Schritt: Statt (p) einfach p.
2pP)-1xp 2p®)—1xp _ 2pP—1xP _
p®)—1xP + yP + (p(P)—1 xP + yP)P p®) -1xP 4+ (p(P)—=1xP)P ~ pP-1xP 4 (pP—1xP)P
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Wir haben den Term yr weggelassen.

_ 2pP~1xP _ 2 xP < 2 <1
T pP-1xP 4+ (pP-1)P(xP)P 1 +(pP*P-2P+ 1)) «(xP*P) 1 +xP*P-P

Wir haben mit dem Term ppr-1xP gekiirzt und schlieBlich den Term p?® "' weggelassen.

(-1
2pP" X7 1-—2 >0 (6.2 -17b)

T p®=1xP 4+ yP + (p(P)~1xP + yP)P > 1 +xP*P-Dp

= 1

Gegeben sei der zweiter Summand als Funktion
2

g =A -5 P (6.2 - 18a)
Diese Funktion hat exakt dieselben Eigenschaften wie die obige Funktion f(y)
Moéglicher minimaler Anfangswert zu p = 3
x=2 g2)=(1-—5=5—)%=0910...

1423*3-3
Grenzwert
limy_, o, g(x) =1 fiir jede beliebige Primzahl p, wobei p > 2

Kurvendiskussion
Ableitung
d_g _ . : 2 _1.2.(p2_p)-xp*p_p_1 _
dx(x)—p (1 1+Xpw_p)lo TETIEST (6.2 -18b)
Die Steigung stets positiv.

Z—z >0 faralllex

Also ist der Wertebereich im schmalen Gebiete [0,910......... ; 1,000[

Ergebnis:

Die beiden Summanden haben stets einen Wert zwischen 1,8..... und 2,000.., so daf? der Wert
der Summe von 1 (6.2 - 9) stets iiberschritten wird. Diese Wertebereiche wiirden sich auch
nicht grundlegend dndern, wenn man bei den Funktionen f(y) und g(x) anstatt der gendherten
Werte die exakten Werte verwenden wiirde. Die Fermat-Gleichung (6.2 - 0/1) kann also nicht
erfiillt werden.

FAZIT:
Im Fall I B 1 gibt es zu jedem Exponenten p, p > 2, kein natiirliches Zahlentripel (a; b; c), das eine
Fermat-Gleichung wie (6.2/1 - 0/1) erfiillen kénnte.

Fall B 2)

Wir behandeln die Fermat-Gleichung
F(a,b,c;p) aP+bP=cP (6.2-0/3)
wobei p/b aber p/nictC A P /nichea

Eine ausgiebige Besprechung eriibrigt sich, denn wir brauchen nur bei allen Sétzen und Beweisen und
Erklarungen die Vertauschung der Argumente vornehmen

amtb bzw. A mitB
Die entscheidenden Voraussetzungen (notwendigen, aber nicht hinreichenden Bedingungen) fiir
die Erfiillbarkeit von ,Fermat“ wiren nun:

1) c-b=x" nach Def. 5.2/a ggT((c-b);p)=1
2) c—a=p@P-1yP nach Def. 5.1/e ggT((c-a);p)=p
3) a+b=72" nach Def. 5/3a ggT((a+b);p)=1
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Wir fithren nur die davon abgeleiteten Hauptgleichungen an:
2a=xP - p®-1yp 4 2P
2b= - xP +p(p)—1yp + ZP
2c=xP +p@-1yP 4 7P

FAZIT:

Im Fall I B 2 gibt es zu jedem Exponenten p, p > 2, kein natiirliches Zahlentripel (a; b; c), das eine
Fermat-Gleichung wie (6.2 — 0/3) erfiillen kénnte.
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Kap. 6.3 Beweis FallI B 3

Wir behandeln jetzt den letzten Fall
F1(a, b, c; p) aP +bP =cP (63-0/1)
wobei P/C¢ A Pyt @ A P /uicne D

Die Voraussetzungen fiir die Erfillbarkeit von ,Fermat” sind:

1) c-b=x" nach Def. 5.1/c ggT((c-b);p)=1 (6.3-1a)
2) c-a=y’ nach Def. 5.1/e ggT((c-a);p)=1 (6.3 -1b)
3) a+b=p®~1z" nachDef.5.4/a ggT((a+b);p)=p (6.3-1c)

Daraus folgen die Hauptgleichungen
Herleitung wie bei Kap. 6.1

2a=xP - y? +p®-1 5P (6.3 -2a)
2b=-xP + yP _|_p(p)—1 7P (63—2b)
2c=xP + yP + p(p)— 1P (6.3 - ZC)

Die Argumente a, b, c miissen Ausdriicke dieser Potenzen sein. Das ist die notwendige Bedingung
fir die Erfiillbarkeit der Fermat-Gleichung (6.3 -0/1).

Die Satze 6.1/1, 6.1/2 und 6.1/3 kénnen analog libernommen werden.

Satz 6.3/1
Wegen Satz 6.1/1 sind die Ausdriicke auf der rechten Seite von (6.2/1 - 2a, b, ¢) gerade
natiirliche Zahlen. Das bleiben sie auch; der Faktor p(p)‘ 1 hat darauf keinen Einfluf3. ()

Satz 6.3/2
Wie in Satz 6.1/2 gilt auch hier wegen der angenommenen paarweisen Primheit der Argumente

a, b, ¢ die paarweise Primheit ihrer Teiler x?, y?, p®~1zP ()

Satz 6.3/3: Es gilt analog von Satz 6.1/3

XP 4 yP <p®-1 2P (6.3 -3a)
Beweis: Wie bei Satz 6.1/3 hergeleitet

2[c-(a+Db)]<0
Nun ist

2[c-(@+Db)]=x%x"+ y? -p®-1 ZP

= xP+y <p®-1zP ()

Satz 6.3/4a: Wie in Satz 6.1/4a gilt auch jetzt die Teilung
(pz) / (x? + y?), wo bei (pz) > max(x; y) (6.3-3b)
Beweis: Nach Kap. 5.4 Gleichung (5.4 - 3) gilt
Cp = p(p) . Zp Zp
Also
(pz) / c
Unter Verwendung von Gleichung (6.3 - 2¢) gilt fiir (pz) > 2

P2) /(X" +y) O
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Wir nehmen nun an, daf} eine weitere Fermat-Gleichung existiert

F2(A, B, C; p) Ap + Bp=Cp (6.3-0/2)
Und zwar unter den gleichen Voraussetzungen wie oben

p/C aber p/uatA A P /B

Zusammenhang der Argumente a. b, ¢ mit der Potenz (p®®~ ! xr) und den Potenzen, z".
Wie bei Kap. 6.1 hergeleitet erhdlt man die Hauptgleichungen:

2A= XP _ yP + p(p)— 1 223 (63 - 48)
2B=-%x° + yP + p(p)— 1 Zlg)3 (63 - 4b)
2C= x? + yp + p(p)— 1 Zlg)3 (63 - 4C)

Wir miissen die Existenz des zweiten Teilers (pzg3) noch nachweisen
Satz 6.3/4b: Neben dem Teiler (pz) existiert auch der Teiler (pzg) von dem Term (xP + y?).

Beweis: Nach Kap. 5.4 hat dieser Term mindestens zwei verschiedene Primfaktoren.

X +yP=(x+y)-H(xy) wobei ggT((x+y), H(x,y)) =p
Der Faktor H(x, y) ist nach Gleichung (5.4 - 2) stets ungerade.
Es sind also mindestens drei verschiedene Teiler moglich; Existenz gesichert. ()

Die Satze 6.3/1, 6.3/2 und 6.3/3 kénnen analog iibernommen werden.

Zu Satz 6.3/1
Wegen Satz 6.3/1 sind die Ausdriicke auf der rechten Seite von (6.3 - 43, b, c) gerade natiirliche

Zahlen. Das bleiben sie auch; der Faktor p(p)_ L hat darauf keinen Einfluf3. ()

Nach Satz 6.3/2
Wegen der angenommenen paarweisen Primheit der Argumente A, B, C gilt auch diese fiir ihre

Teiler xP, yP, p(p)‘lzg3 O

Nach Satz 6.3/3: Es gilt
xP 4 yP <p®=1g8
Herleitung wie bei Satz 6.3/3

Nach Satz 6.3/4a: Es gilt die Teilung
(pzg3) / (x° + y), wobei (pzg3) > max (x; y)

Beweis: Es ist zu setzen: zg fiir z und C fiir ¢, dann gilt:

(pzg3) / C
Unter Verwendung von Gleichung (6.3 - 4c) folgt fiir (pzg3) > 2 daraus die Aussage. ()

Wichtiger Hinweis:

Waire nur eine der Aussagen der Sitze 6.3/2, 6.3/3 und 6.3/4 nicht erfiillt, dann wéare die
Fermat-Gleichung (6.3 - 0/2) von vorn herein nicht erfiillbar. Wir haben aber gezeigt, daf} diese
Voraussetzungen gegeben sind, denn wir wollen beweisen, daf3 trotzdem die Fermat-Gleichung
(6.1 - 0/2) nicht erfiillt werden kann.

Die notwendigen Bedingungen fiir die Erfiillbarkeit von ,Fermat” sind:

1) C-B=x’ nach Def. 5.2/a ggT((C-B);p) =1 (6.3 -5a)
2) C-A=yP nach Def. 5.1/e ggT((C-A);p)=1 (6.3 -5Db)
3) A+ B=p®-1 Zg3 nach Def. 5/3a gegT((A+B);p)=p (6.3 -5¢)

Wir vergleichen die beiden notwendigen Bedingungen zu den Fermat-Gleichungen F1 und F2.
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Nach (6.3 - 4a) und (6.3 - 1a) gilt
C-B=c-b

Nach (6.3 - 4b) und (6.3 - 1b) gilt
C-A=c-a

Das ist nur méglich, wenn
A=a+m (6.3 -6a)
B=b+m (6.3 -6b)
C = ¢+ m, wobei m eine gerade Natiirliche Zahl ohne 0 ist. (6.3-60)

Eigenschaften der ,Verschiebungszahl“ m

Nach Kap. 6.1 muf? diese zundchst gerade sein.
Nach Voraussetzung gilt die Teilung

p/c und p/C
also gilt wegen (6.3 - 6¢)

p/m
Damit ist
m = (2 p) (6.3-7a)
Weiterhin gilt wegen (6.3 - 2¢) und (6.3 - 4c) sowie nach (6.3 - 6c¢)
C=c+(@2p)
= p(p)_ 1 Zlg)3 = p(p)_ 1 Zp + (2 p)
= zg3= 2" +(2p) (6.3 -7b)

Nachdem (2 p) gerade ist, wird damit bestétigt, dafs zgz wie z entweder gerade oder ungerade ist.

Die beiden Unbekannten z und zg; unterliegen damit drei Bedingungen:
Nr. 1a) (p2) / (x* + yP)

Nr.1b)  (pzg)/ (x" + ¥")

und nach (6.3 - 7b) auch

Nr. 2) Zg3 -zZ2 =(2p)

Diesen drei Bedingungen kann nur in Sonderfillen, aber nicht im Allgemeinen entsprochen
werden. Denn die Differenz der beiden Teiler mufd keinen vorbestimmten Wert aufweisen.
Nimmt man dagegen den Wert der Differenz (2 p) als gegeben a, dann muf3 eine der Potenzen
keine Teilereigenschaft haben.

Zunachst wollen wir den Sonderfall betrachten, daf3 alle drei Bedingungen erfiillt sind.
Und wollen nun zeigen, daf} unter der A nn ahm e, daf} erfiillbar ist die Fermat-Gleichiung
F1 aP+b? =cP, wobei p/c
die weitere Fermat-Gleichung
F2 AP +BP =CP, wobei p/C
aber nicht erfiillt werden kann ist.

Dazu konnen wir die Satze und Beweise sowie die Ausfiihrungen von Kap.6.1 voll und ganz
libernehmen, im Besonderen den Hilfssatz 6.1/5 und den Satz 6.1/6. Der Teiler p von c bzw. C
tritt ndmlich in den Gleichungen nicht explizit auf, spielt also bei der Annahme und der
moglichen Erfiillung von , Fermat“ keine Rolle.

Wir konnen uns auch von Kap. 6.1 die Schlufdregel modus tollens uns zu Eigen machen und
erhalten den

Vorlaufiger Schluf3satz:

Im Fall I B 3 gibt es - unter diesen Bedingungen - zu jedem Exponenten p, p > 2, kein natiirliches
Zahlentripel (a; b; ¢), das eine Fermat-Gleichung wie (6.3 - 0/1) erfiillen kdnnte.
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Wir wollen nun den allgemeinen Fall betrachten.

Zunichst sollen die beiden Teilungsmoglichkeiten als gegeben angesehen werden, Gleichung
(6.2 - 7b) soll aber nicht erfiillt werden kénnen.
Beibehalten wollen wir und miissen wir aber dagegen die Bedingungen
C-B=c-b
C-A=c-a
Zweifellos gehen damit die beiden Fermat-Gleichungen aus Verschiebungen hervor.
C = c+ m, wobei jetzt m eine gerade natiirliche Zahl ist,
aber
m # (2p)
Damit ist
Zgl -7z # (2p)
Und weiter ist
Cxc+(2p) (6.3-8a)

Satz 6.3/5a: Unter dieser Bedingung (6.3 - 8a) ist keine der beiden Fermat-Gleichungen F1 und
F2 erfiillbar.
Beweis: Wenn man nun annimmt
1,) F1(a, b, c; p) ist eine erflllbare Fermat-Gleichung,
dann kann F2(A4, B, C; p) keine sein.
2,) F2(A, B, C; p) ist eine erfiillbare Fermat-Gleichung,
dann kann F1(a, b, c; p) keine sein.
FAZIT: Damit kann keine der beiden Fermat-Gleichungen F1 und F2 ist erfiillbar. ()

Wir betrachten jetzt den zweiten Fall. Es gilt zwar jetzt

C=c+(2p)
Aber mindesten eine der Teilungen ist nicht gegeben.
Also es gilt
entweder 1.) (pz) / (x* + yP A (PZg3) [niche (XP + yP) (6.3-8b/1)
oder 2)  (2) /i (X° +¥7) A (pzg) / (X° 4 ¥P) (6.3- 8b/2)

Satz 6.3/5b: Unter diesen Bedingungen (6.3 - 8b/1) bzw. (6.3 - 8b/2) ist keine der beiden
Fermat-Gleichungen F1 und F2

erfiillbar.

Beweis: Wenn man nun annimmt:

Es sei 1) gegeben,

dann sind zwar richtig die Hauptgleichungen (6.3 - 2a, 2b, 2c)

aber nicht die Hauptgleichungen (6.3 - 4a, 4b, 4c).

In diesen Fall kann F2(A, B, C; p) nicht erfillbar sein.

Es sei 2) gegeben,

dann sind nicht richtig die Hauptgleichungen (6.3 - 2a, 2b, 2¢)

aber doch die Hauptgleichungen (6.3 - 4a, 4b, 4c)

In diesen Fall kann F2(a, b, c; p) nicht erfiillbar sein.

FAZIT: Damit kann keine der beiden Fermat-Gleichungen F1 und F2 ist erfiillbar. ()

Letzter Schluf3satz:

Im Fall I B 3 gibt es zu jedem Exponenten p, p > 2, kein natiirliches Zahlentripel (a; b; c), das eine
Fermat-Gleichung wie (6.3 — 0/1) erfiillen kénnte.
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Kap. 6.4 Formalisierung der Beweise der Kap. 6.1, 6.2 und 6.3

Wir formalisieren die Beweise unter Anwendung der Gesetze der Boole‘schen Algebra

Wir ordnen einer Aussage A die Wahrheitswerte W(A) zu
entweder wahr W(A) =1 Vereinfacht A=1
oder falsch W(A)=0 A=0

Die Gegenaussage von A ist A
Ist A wahr, dann ist A falsch - und umgekehrt.

Verkniipfung der Wahrheitswerte mit den (Grund-) Junktoren:
und, sowohl als auch A
oder v
(Einschliefdendes ,,oder” - ,vel“, zum Unterschied von ,entweder - oder*)

Konjunktion

Die Aussage A UND B ist wahr, wenn beide Aussagen wahr sind.
Wahrheitstafel Verkniipfung mit dem und-Junktor A

A B AAB

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
Disjunktion

Die Aussage A ODER B ist wahr, wenn mindestens eine Aussage wabhr ist.
Wabhrheitstafel Verknilipfung mit dem oder - Junktor v
A B AVB

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
Subjunktion:

Die Subjunktion entspricht der ,hinreichenden aber nicht notwenigen Bedingung®.
Wabhrheitstafel Verknlipfung mit dem Junktor —

A B A—> B
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Darstellung der Subjunktion durch den Grundjunktor v

Es gilt die Gleichheit:
A—>B= AvVvB

A B A AvB

0 0 1 1

0 1 1 1

1 0 O 0

1 1 0 1
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Einfaches Beispiel zur Subjunktion.
A: Die Zahl n ist durch 6 teilbar.
B: Die Zahl n ist durch 3 teilbar.

AB A—->B

00 1 Wenn n nicht durch 6 teilbar ist, dann ist sie auch nicht durch 3 teilbar. wahr
01 1 Wenn n nicht durch 6 teilbar ist, dann ist sie doch durch 3 teilbar. wahr
10 0 Wenn n durch 6 teilbar ist, dann ist sie nicht durch 3 teilbar. falsch
1 1 1 Wenn n durch 6 teilbar ist, dann ist sie auch durch 3 teilbar. wahr

Anmerkung: Wenn A nicht wahr ist, dann 1af3t sich jede beliebige Aussage tiber B machen. B kann
demnach entweder wahr sein oder nicht.

Bijunktion

Genau dann, wenn A erfiillt werden kann, dann kann auch B erfillt werden. A ist hinreichend
und notwendig fiir B.

Wahrheitsstafel Verknlipfung mit dem Junktor <

A B Ao B
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Anwendung der Formalisierung zu Kap. 6.1

Wir wenden die Formalisierung an bei den Aussagen:
F1: Diese Fermat-Gleichung ist erfiillt; die Aussage ist demnach wabhr.

aP —cP _pP
F2: Diese Fermat-Gleichung ist (auch) erfiillt; diese Aussage ist demnach auch wahr.
AP —CP _BP

Die Subjunktion lautet beim Grof3en Satz von Fermat: Wenn F1 erfiillt werden kann, dann kann
auch F2 erfiillt werden. M. a. W.: Die Erfiillung von F1 ist hinreichernd fiir F2, aber nicht
notwendig.

Verkniipfung mit dem Junktor —

F1 F2 Fl F2 Fl1— F2

0 O 1 1 1 Wenn F1 nicht erfiillt ist, dann kann F2 erfiillt nicht sein. wahr
0 1 1 0 1 Wenn F1 nicht erfiillt ist, dann kann F2 doch erfiillt sein. wahr
1 0 0 1 0 Wenn F1 erfiillt ist, dann kann F2 nicht erfiillt sein. falsch
1 1 0 O 1 Wenn F1 erfiillt ist, dann kann F2 erfiillt sein. wahr

Anmerkung: Wenn F1 nicht erfiillt ist, dann l1afst sich jede beliebige Aussage machen iiber F2.
F2 kann demnach entweder erfiillt sein oder nicht.

Schlufiregeln
Bei Beweisen von mathematischen Satzen werden Schlufiregeln angewendet.

In diesem Falle ist es die Schluregel modus tollens, die verneinende Abtrennungsregel.
Zunichst ein einfaches Beispiel aus dem Alltag.
Wenn es regnet, dann ist die Strafse nafs.
Aber (und): Die Straf3e ist nicht naf3.

= Es hat nicht geregnet.

Aussage R: Esregnet.
R : Es regnet nicht, es hat nicht geregnet.

Aussage N: Die Strafde ist nafi.

N : Die Strafie ist nicht naf3.
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Schlufiregel modus tollens
K=(R—->NAN — R
R NR N R>N R>NAN ([R->NAN >R

0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 0 0 1 0 1

Wenn die Aussage fiir jede Situation richtig sein soll, dann muf? sie eine Tautologie sein. Also fiir
jede Belegung mufd der Wahrheitswert 1 auftreten.

K=(R-—->NAN =R

Formalisierung des Satzes 6.1/6 von Kap. 6.1 durch Anwendung der Schluféregel modus tollens
Annahme: F1 kann erfiillt werden.
Mit F1 kann auch F2 erfiillt werden. (Bei gleicher Voraussetzung.)
Aber: F2 kann nicht erfiillt werden. (Das wurde bewiesen!)
= F1 ist nicht erfiillbar

(F1 > F2) A F2 — Fl
F1 F2 FI F2 Fl1—>F2 (F1—>F2) A F2 (F1—> F2) A F2 — Fl

0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 0 0 1 0 1

Falls der Beweis richtig ist, dann muf} das Ergebnis eine Tautologie sein.
(F1 > F2) A F2 = F1

Formalisierung von Kap. 6.3
Satz 6.3/5a: Wenn die Bedingung

C=c+(p)
nicht erfiillt ist, dann ist keine der beiden Fermat-Gleichungen F1 und F2 erfiillbar.
Beweis: Wenn man nun annimmt
1,) F1(a, b, ¢; p) ist eine erfiillbare Fermat-Gleichung,

dann kann F2(A, B, C; p) keine sein
2,) F2(A, B, C; p) ist eine erfiillbare Fermat-Gleichung,

dann kann F1(a, b, c; p) keine sein.

Damit kann keine der beiden Fermat-Gleichungen F1 und F2 erfiillt werden. ()

Verbindung der Aussagen mit dem Junktor <>
F1— F2 < F2 - Fl

F1 F2 Fl-> F2 F2 —» F1 (F1-> F2) & (F2 —> Fl)
0 0 1 1 1

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

Also

(F1—> F2) & (F2 - FI)
Falls der Beweis richtig ist, dann muf} das Ergebnis eine Tautologie sein.
Und die Aussage ist eine Tautologie.

Dieses Kapitel wurde gestaltet nach dem Buch ,boolsche algebra“ von Franz Jehle,
erschienen im Bayerischen Schulbuch-Verlag im Jahr 1974.
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Kap.7 Beweis von Fall II

Wie in Kap. 1 angedeutet, besprechen wir nun den Fall II; der Exponent der Fermat-Gleichung
a2’ +bzw = Cz“’ nach (1 -2)

ist von der Zahl 2 eine echte Potenz: 2¥, mit y > 1, also 2V =4, 8, 16, .........

Zur Behandlung dieses Falles verwenden wir die dquivalente Gleichung

2 p? =a?’ (7-1a)
0. B. d. A. kann angenommen werden, daf} das Argument a eine ungerade natiirliche Zahl ist.
Nachdem mindestens eines von den Argumenten a oder b ungerade sein mufd kann man stets
eine entsprechende Umstellung vornehmen. Aufierdem soll gelten:

ggT(c;b) =1 usw.

Hilfssatz 7/1: Es gilt die Zerlegung wegen (7 - 1a) in ausschlief3lich ungerade Faktoren
2 2 -1 -1
2’ b2 =(c=b)-(c+b)- (2 +b2)-(cF +b% Yo, N A R (7 - 1b)

Satz 7/2: Die Ausdriicke in den Klammern von (7 - 1b) sind paarweise zueinander prim.
ggT((c-b);(c+b)) =1, ggT((c—b);(c2 +b2)) =1 usw.

Beweis: Wir sehen uns die Primzahlen, die in den Klammerausdriicken stecken, an. Es gelte

0) Py, /(c-b), v=1,2,...

In allen Z;()—/v gil: T-b=0 = cb'=1 = ordch ' =1

1) Py, / (c+b)
In allen Z;O+/v gilt: T+b=0 = cb'=-1

2) P,/ (?+b?)

gilt: ¢ +52=0 = (b )’=-T = ordch ' =4

= ordch ' =2

In allen Z;l/v

. -1yl — . —
In allen ZP\V—I/V gilt: 24T 20 = (Eb_l)zw =1 = ordEb_I:W

- —1
Das Element c¢-b  hat in den Restklassen-Gruppen der Primzahlen, welche die Klammer-
ausdriicke teilen, von Klammer zu Klammer jeweils verschiedene Ordnungen:

Po—/v

Po+/v

In den Restklassen der Gruppe Z hat dieses Element die Ordnung 1,

in den Restklassen der Gruppe Z aber die Ordnung 2

usw.
Nachdem ein Element in einer Gruppe nur eine ganz bestimmte Ordnung haben kann, miissen
diese Restklassen-Gruppen paarweise verschieden sein.

Es miissen demnach alle als Module beteiligten Primzahlen paarweise verschieden sein.

Die Primzahlen P,_,, mitallen Py, , mitallen P, .......

die Primzahlen P,,,, mitallen P, mitallen P,,,........

usw.
Die Klammer-Terme sind deshalb paarweise zueinander prim.
Treten Potenzen von Primzahlen auf, dann hat dies keinen Einflufd (siehe Korollar 5.1/4). ()
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Anmerkung: Ich habe mich entschlossen, ungew6hnliche Indizes zu verwenden:
Der Term (c-b) wird geteilt von den Primzahlen P,_,,, v=1,72, ...

(c+b) wird geteilt von den Primzahlen P,

2 12 : .
(¢” +b” ) wird geteilt von den Primzahlen Py,

(c

und womadglich von deren Potenzen. Damit ist die Anzahl der Klammern (y + 1).

-1
+b2 ) wird geteilt von den Primzahlen P, _,,

Korollar 7/3: Wenn die Fermat-Gleichung in diesem Falle erfiillt ware, miifsten alle Klammeraus-
driicke paarweise zueinander prime Fermat-Potenzen mit ein- und demselben Exponenten 2V
sein:

A4

c-b  =a, (7 - 2a)
]
c+b = a,,’ (7 - 2b)
V]
¢ +b? = alz (7-20)
2 2 \}
r +b° = a22
-1 -1 \4
R A aw,lz
Natiirlich gilt die Identitat
Lo - Y WINR < S I < £ PP aw_l =a
v v v vy \v v
oder a0_2 cag.? - a12 : a22 o : aw_l2 = a’

Alle Faktoren sind ungerade natiirliche Zahlen, nachdem a als ungerade angenommen wurde.
Alle mdéglichen Paare - und damit auch ihre Potenzen - sind wegen Satz 7 /2 zueinander prim:

88T (ag-;a0+) =1, ggT(ap_sa;) =1 usw. )

Die Erfiillbarkeit von Gleichung (7 - 1b) hdngt mit der Erfiillbarkeit der einzelnen Gleichungen
(7 - 2a), (7 - 2b), (7 - 2C) wcrrrerreens zusammen. Ist nur eine Gleichung davon nicht erfiillt, dann ist
auch Gleichung (1 - 2) bzw. (7 - 1b) nicht erfiillt.

Die ersten drei Gleichungen wollen wir nach den beiden folgenden Lemmata unter die Lupe
nehmen.

Lemma 7/4a: Jedes Pythagoreische Dreieck

a’ +b? :cz, wobeia, b,c e N
kann man durch die Formeln finden

a=u’-v?
b=2-u-v
c=u+v?

Dabei sollen sein (u; v) € N x N und es muf3 gelten u>v.
Setzt man diese Formeln in die Gleichung ein, dann erhalt man die Identitét
a’ +b% =c?
Der grofdte Wert ist stets ¢, denn
1) w+vi>2-uv
o (u=-v)2 >0

A 2) w v >u?-v?

Ist das Paar (a; b) zueinander prim, dann sind es auch die Paare (a; c) und (b; c) sowie (u; v)
Wir wollen das stets annehmen. ()
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Lemma 7/4b: Es sei die natiirliche Zahl k gegeben, dann hat die Gleichung
1) x*+y* =k
nicht immer ein ganzzahliges Losungspaar,
2) x*-y*=k
mindestens ein ganzzahliges Losungspaar, wenn k eine ungerade natiirliche Zahl ist.
Beweis:
Zu 1) Fir k=3 gibt es kein ganzzahliges Losungspaar.
Fiir k=5 gibt es die Losungspaare (1; 2) und (-1; -2).
Zu2) Esist x*—y?> = (x+y)-(x-y) und k= k, -k,, dann folgt daraus das Gleichungssystem
x+y=k
x-y=k,
Daraus laf3t sich die Behauptung ohne Schwierigkeiten ableiten. ()

In den folgenden beiden Satzen nehmen wir an:
Satz 7/5a) Das Argument c ist eine gerade natiirliche Zahl, aber b ist ungerade.
Satz 7/5b) Das Argument c ist eine ungerade natiirliche Zahl, aber b ist gerade.
Nachdem c und b zueinander prim sein miissen, gibt es keine weitere Moglichkeit.

Satz 7/5a) Wir betrachten die ersten beiden Gleichungen (7 - 2a) und (7 - 2b) von Korollar 7/3
und erhalten durch Multiplikation die pythagoreische Gleichung

' y-1
> -b’=(ay_-ap,)’ < <’ =[(ap-ap) I +b’ (7-3)
Annahme 1: Es sei c eine gerade natiirliche Zahl.

Wir behaupten: Gleichung (7 - 3) kann nicht erfillt werden.
Beweis: c ist der grofdte Wert der Gleichung. Also gibt es nur die eine Moglichkeit

c=u’+v?
Dann miif3te sein
b=2-u-v

ebenfalls eine gerade Zahl.
Das steht im Widerspruch zu der Tatsache, dafd c und b zueinander prim sein sollen. ()

Satz 7/5b) Wir betrachten die beiden Gleichungen (7 - 2a) und (7 - 2b) von Korollar 7/3 und
erhalten wiederum durch Multiplikation die pythagoreische Gleichung

v y-1
> -b’=(ay_-ap,)’ < <’ =[(ap-ap) I +b’ (7-3)
Zusatzlich verwenden wir die pythagoreische Gleichung
2 +b? = alz“’ (7-20)

Annahme 2: Es sei nun c eine ungerade natiirliche Zahl.
Wir behaupten: Mindestens eine der Gleichungen (7 - 3) oder (7 - 2¢) kann nicht erfiillt werden.

Beweis:
a) Eigenschaften der Gleichung (7 - 3)
al) cist danach der grofite Wert, also

c=uf+vj (7 - 4a)
a2) bist eine gerade natiirliche Zahl und kann somit nur sein
b = 2 ° ul * Vl

a3) (ao-- ao+)2¢_ "mufR ungerade sein und kann deshalb nur sein

P-1
(ao_ . ao+)2 = ulz —V12
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b) Eigenschaften der Gleichung (7 - 2¢)

b1l) Da jetzt a%wi " der grofdte Wert ist, gibt es nur die eine Moglichkeit

a2’ = 242 (7 - 4b)
Das Argument b ist gerade, deshalb muf3 gelten

b=2-u,-v,
b2) c mufi ungerade sein, dann kann nur sein

c=ul-y3

Ein Vergleich der beiden Gleichungen (7 - 3) und (7 - 2¢) ergibt die Zusammenhange:
Argument b: b=2-u,-v,
AN b = 2 * Ll2 * V2

= 2-u-v;=2-u,-v, (7 - 5a)
Argument c: I uj+vi=c
AT ui-vi=c (7 - 5b)
= u12+V12=u§—V§ (7 -5¢)
Wegen (7 - 5¢) mufd gelten
u, >, (7 -6a)
Damit kann man die Zusammenhdnge aufstellen
= u, =k-u;, wobeizuniachst kex und k >1 (7 - 6b)
= v;=k-v, wegen (7-5a) (7 -6¢)

0.B.d. A.sei u;, > v, so dafd unter Verwendung von (7 - 5a) die fortgesetzte Ungleichung gilt
u, >u; >V, >V, (7-6d)

Es werden nun Gleichung hergeleitet, die weder u;, v,, u, noch v, als Lésungen haben

konnen, da auf der einen Seite ein echter Bruch, also keine ganze Zahl, auf der anderen aber eine
ganze Zahl steht.

Wir miissen von (7 - 6b) und (7 - 6¢) zwei Falle unterscheiden:
DNDkeQ aber kg Nund k >1

Das bedeutet: u, /U,

2) ke N

Das bedeutet: u,/u,

Zu 1) In diesem Falle ist also: u, ist kein Teiler von u,
Wir formulieren ein Gleichungssystem und setzen mit Hilfe von (7 - 5a)

v, = U -vy
U
Eingesetzt in Gleichung Il von (7 - 5b) erhalt man
2 2
u%——ul 2V1 =c (7-7)
3

Daraus folgt
I uy—-ul-vi=uj-c

Wir multiplizieren Gleichung [ von (7 - 5b) mit ul2 und erhalten

I ul+uf-vi=u-c
Wir addieren die Gleichungen II‘ und I und erhalten
ul +uj = (uf +u3)-c (7-8)
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Wir teilen die Gleichung durch (ul2 + u%) und erhalten nach einer Polynom-Division

4
2 2 2-u
up —uy +——=5=c¢
u; +u,

Wir haben nun angenommen, daf3

w /nicht U
Damit existiert mit Sicherheit eine Primzahl P, welche die Summe im Nenner teilt, aber nicht
den Zahler. Also ist der Bruch nicht vollstdndig kiirzbar und somit keine ganze Zahl.
Weiterhin ist der Nenner bestimmt grofier als 2.
Die linke Seite ist also keine ganze Zahl; wohl aber die rechte. Damit gibt es keine ganze Zahlen
u; und u,, daf} die Gleichung (7 - 8) erfillt werden konnte.

Somit sind auch die Gleichungen (7 - 5a) und (7 - 5¢) in der Menge N in diesem Fall nicht I6sbar.

Zu 2) In diesem Falle: u; / u,.
Wir verwenden die Gleichung
uf +vi = u3-v3 nach (7 - 5¢)
Mit (7 - 6b) und (7 - 6c) erhalten wir
ui +k*-v3 =k*uf —v;
= kz-(ulz—vg)zulz+vg (7-9)

Wir teilen die Gleichung durch (uf —v3) und erhalten

2, .2
K=WtVva (7 -10)
2_ 2
Uy —Vvp
Eine Polynom-Division auf der rechten Seite ergibt
2
2=y 2V
2_ 2
U —Vvs

Der rechte Summand ist sicherlich ein echter Bruch, denn Zihler und Nenner sind zueinander
prim.
Wenn namlich, wie stets angenommen,
ggT(u,;v,)=1 = ggT(u;v,)=1, nachdem u; / u,.
Damit gilt schliefslich auch
= geT(uivy)=1 = gglT(vy;(uf-v3)=1
Siehe auch Satz 1/3
Zudem ist der Nenner grofier als 2, und zwar wegen (7 - 6d)

Auf der linken Seite steht nun eine natiirliche Zahl, auf der rechten Seite aber keine ganze Zahl -
und das ist nicht méglich. Das bedeutet, dafs es keine Losung fiir k in der Menge N gibt, wenn u,

und v, ganze Zahlen sein sollen.
Somit sind auch die Gleichungen (7 - 5a) und (7 - 5c) in der Menge N in diesem Fall nicht l6sbar.

Keiner den beiden Falle trifft also zu

weder 1) u; /i U
noch 2) u;/u,

Eine dritte Moglichkeit gibt es nicht

Damit ist mindestens eine der beiden Gleichungen (7 - 2c) oder (7 - 3) keine pythagoreische
Gleichung, die in der Menge N l6sbar ware. ()
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Satz 7/6: Hauptsatz zu Fall I
Wir behaupten, daf} es zu den natiirlichen Zahlen a, b keine natiirliche Zahl c gibt, so daf3 erfullt
werden konnte die Gleichung

a2’ 112" =2 wobei 2V =4,8, 16, ....... nach (1-2)

Beweis: Wir untersuchen die dquivalente Gleichung (7 - 1a) und stellen sie als Produkt (7 - 1b)
von (y + 1) Termen dar. Jeder dieser Terme miifdte gleich einer Fermat-Potenz (7 - 2a), ........

mit dem Exponenten 2% sein, wenn (1 - 2) erfiillbar wire. Diese Bedingung ist notwendig und
hinreichend fiir die Erfiillbarkeit.

Ist die Gleichung (7 - 1a) nicht erfiillbar, dann ist es dagegen hinreichend, wenn mindestens eine
der Gleichungen (7 - 2a), (7 - 2b), .. nicht erfiillt werden kann. Genau das wurde festgestellt.
Die Fermat-Gleichungen (7 - 3) und (7 - 2c¢) sind nichts anderes als ,verkappte“ pythagoreische
Gleichungen. Um diese zu untersuchen hatten wir zwei Alternativen.

Zu Satz 7 /5a: cist eine gerade natiirliche Zahl.

= Gleichung (7 - 3) ist nicht zu erfiillen.

Zu Satz 7/5b: cist eine ungerade natiirliche Zahl.

= Mindestens eine der Gleichung (7 - 2¢) oder (7 - 3) ist nicht zu erfiillen.

Damit kann Gleichung

y y v
20 1p? =P

a , mit y >1,also 2¥ =4,8, 16, ...

nicht erfiillt werden. Zu allen diesen Exponenten 2V gibt es kein Trippel (a; b; c) natiirlicher
Zahlen, daf} die Fermat-Gleichung erfiillen konnte. ()
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Kap. 8 Zusammenfassung der beiden Hauptsitze

Die Vermutung von Fermat lautet:
Gegeben sind natiirliche Zahlen a und b sowie als Exponent die natiirliche Zahl n, wobei n > 2,
Es gibt KEINE natiirliche Zahl c, so daf die Gleichung
a" +b" =c"
erfiillt werden konnte:

Fall 1
Der Exponent ist eine ungerade Primzahl p, p > 2.
aP +bP =cP (1-1)
Diese Fille wurden bewiesen in den Satzen der Kap. 6.1 und 6.2.
Der Beweis gilt auch fiir alle ungeraden natiirlichen Zahlen n, wobei n > 1.

Mit den Fallen I A und I B 1, (I B 2) sowie I B 3 sind alle Moglichkeiten der Teilbarkeit der
Argumente a, b und c durch den Exponenten p behandelt worden. Alle damit zusammen-
hangenden Satze werden bewiesen. Die Vermutung von Fermat wird in diesem Falle I vollstindig
bestatigt.

Fall I1

Der Exponent ist eine echte Potenz der Zahl 2, also 2%  mit ¢ € N\ {1}
az‘l’ + bz“’ = Cz‘l’

Geben Sie hier eine Formel ein. (1-2)

Dieser Fall Il wurde im Kap. 7 besprochen und bewiesen.

Die Vermutung von Fermat wurde in diesem Falle II bestétigt.

Damit sind alle Moglichkeiten behandelt, alle natiirlichen Zahlen n, mit n > 2 erfafit, und die
Vermutung ist allgemein bestétigt.
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“«

~Immer mit den einfachsten Beispielen anfangen.
David Hilbert

Kap. 9.1 Zahlen-Beispiele zu den Kap. 1 bis Kap. 5.4

Zu Kap. 1 Grundlagen
Beinahe eine Fermat-Gleichung

Beispiel 1)

a=9 b=11 p=3

93+ 113 = 2060

133 = 2197

Also: Kein ,Fermat”,

Mit der Zahl 12 braucht man es erst gar nicht versuchen, denn ggT(9; 12) = 3; aber 11 ist nicht
durch 3 teilbar.

Beispiel 2)
a=7 b=10 p=3
734+103 =
343 + 1000 = 1343
Probe: c=11 113=1331
c=12 123=1728
Die Zahl 12 kann man als gerade Zahl sowieso ausschlief3en.
Esist 1331<1343 <1728
Also: Kein ,Fermat”.

Zu Satz 1/1 Damit die Fermat-Gleichung
a"+b" =c"
liberhaupt aufgestellt werden kann, muf3 gelten
a+b>c
a=10 b=17 p=3
103 +173=5913
/5913 = 18,082.......
10+ 17 > 18,082......

Zu Kap. 4 Der Kérper der primen Restklassen Zp (®,® )

Zu Satz 4/9: Wir nehmen an, daf3 es eine Primzahl P gibt, so daf3

P / (c?P-bP), wobei P>2 und P #p, sowie c-b>2
Zudemsei ggT(P;c)=1 A ggT(P;b)=1
Dann gilt in der primen Restklassen-Gruppe Z; (P Grof3buchstabe)
entweder ord(E-B_l) =1

oder ord(E~B_l) =p

Beispiel 1) Wir setzen (c-b 1) -3, p=11

311-1=0modP

Es gibt mindestens zwei verschiedene Ordnungen und damit auch mindestens zwei ver-
schiedene Primzahlen P.
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311 = 177147
177147 -1=177146

=2-23-3851
311 =1mod 2
Da 3=1mod 2 Also die Ordnung ist 1
311 =1 mod 23 Also die Ordnung ist 11
23=2-11+1
311 =1 mod 3851 Also die Ordnung ist 11

3851=350-11+1

Beispiel 2) Wir setzen (c-b 1) - 10, p=3

103-1=0mod P

Es gibt mindestens zwei verschiedene Ordnungen und damit auch mindestens zwei ver-
schiedene Primzahlen P.

103 =1000

1000-1=3-3-3-37

1000 = 1 mod 3 Also die Ordnung ist 1

103 = 1 mod 37 Also die Ordnung ist 3
37=12-3+1

Beispiel 3) Wir setzen (c-b 1) -2, p=7
27-1=0modP
27 =128

=127 +1
128 =1mod 127 (127) ist Primzahl
127=18-7+1

Zu Satz4/10

Wenn gilt
5//(16-11) dann gilt auch und umgekehrt 52 // (16° - 11°)
16° - 11° = 1048576 - 161051 = 887525
=5-5-131-271

Wenn die exakte Teilung gilt

5//(181-1)
Also: 3654+ 1=181, wobeiggT(36;5)=1
Dann gilt auch die exakte Teilung

52 //(181°-1)
Also: 181° = 194264244901

=(2-2:3-3:-11-19622651)-25 + 1

Denn es ist
ggT((2-2-3-3-11-19622651);25)=1

Zu Satz 4/13

Beispiel 1) Wir setzen (5-571) -3, p=11
31+1=0modP
Es gibt mindestens zwei verschiedene Ordnungen und damit auch mindestens zwei ver-
schiedene Primzahlen P.
311 =177147
177147 + 1 =177148
=2-2-67-661
311 =-1mod4
Da 3 =-1mod4, Also die Ordnung ist 2
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311 = -1 mod 67, Also die Ordnung ist 22
67=6-11+1

311 = -1 mod 661 Also die Ordnung ist 22
661=60-11+1

Beispiel 2) Wir setzen (5-5_1) - 10

103+ 1 =0 mod P

Es gibt mindestens zwei verschiedene Ordnungen und mindestens zwei Primzahlen P.

103 +1=1001

1001 =7-11-13

103 =-1mod 11
da10= -1mod 11 Also die Ordnung ist 2

103 =-1mod 7 Also die Ordnung ist 6
7=2-3+1

103 = - 1 mod 13 Also die Ordnung ist 6
13=4-3+1

Zu Satz 4/14
Wenn die exakte Teilung gilt
32//(29+7)
29+7=2-2-3-3
dann gilt auch die exakte Teilung
33// 293+ 73)
293 + 73 = 24389 + 343 = 24732
=2-2-3-3-3-229

Zu Kap. 5.1 Die Fermat-Differenz (c” —b®) und ihre Faktorisierung
FallIA ggT((c-b);p)=1
Zu den Satzen 5.1/1 bis 5.1/6

Beispiel 1): c¢=17 b=6 p=5

17° -6 =
1419857 - 7776 = 1412081
=11-128371

1. Faktor

17-6=11

2. Faktor

S(17;6) = 128371
=31-41-101

Es gilt die Primheit der Faktoren, nach Satz 5.1/6
ggT(11;128371) =1

Fermat-Primzahlen nach Korolla 5.1/4 sind

31 = 6.5+1

41 = 8.5+1

101=20-5+1

Beispiel2) ¢=139 b=14 p=3
1393 - 143 =
85619 - 2744 = 2682875
=125 .21463
c-b=139-14=125=5.5.5
S(c; b) =S(139; 14) = 21463
=13.13.127
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13=4.3+1
127=42.3+1
ggT(125;21463) = 1

Beispiel 3) c¢=17 b=8 p=5
17° - 8° =
1419857 - 32768 = 1387089
=9-154121
(c-b)=17-8=9
S(c; b) =S(17; 8) = 154121
=11-14011
11=2-5+1
14011 =2820-5+1
ggT(9; 154121) =1

Beispiel4) c¢=11 b=2 p=7
117 -27 =
19487171 - 128 = 19.487.043
=(3-3)-(29-197-379).
c-b=11-2=9
S(c; b) =S(11;2)=29-197-379
29 =47 +1
197 =28 -7+1
379=54 -7+1
ggT(9; (29-197-379)) =1

Zu Kap. 5.2 Die Fermat-Differenz (c” —b") und ihre Faktorisierung

FallIB ggT((c-b);p)=p
Zu den Satzen 5.2/1 bis 5.2/6

Beispiel1) c¢c=17 b=8 p=3
173 -8%3 =4913-512
= 4401
=9 -489
c-b=17-8=9
T(c; b) =489
=3"7"19
7=2-3+1
19=6-3+1
ggT(9;489) =3
32//(17-8) = 33//(173-8%)

Beispiel2) ¢=19 b=12 p=7
197 - 127 =
893871739 - 35831808 = 858039931
=7-7-43-407233
c-b=19-12=7
T(c;b) =7 - 43 - 407233
43=6-7+1
407233 =58176 - 7+ 1
ggT(7; (7-43-407233)) =7
7//(19-12) = 7%//(197-127)

60



Zu Kap. 5.3 Die Fermat-Summe (a” + b”) und ihre Faktorisierung,

1.Fall ggT((a+b);p)=1
Zu den Satzen 5.3/1 bis 5.3/6

Beispiel1) a=17 b=8 p=3
173+ 83 =

4913 +512=5425=5-5-7-31
a+b=17+8=25

G(a;b) = 217

=7.31

7=2-3+1
31=10-3+1

ggT(25;217) =1

Beispiel2) a=11 b=2 p=7
117 -27 =13-1499023
=13-(43-71-491)
a+b=11+2=13
G(a;b) =43-71-491
43 =6-7 +1
71 =10-7+1
491=70-7+1
ggT(13; 1499023) =1

Zu Kap. 5.4 Die Fermat-Summe (a® + b”) und ihre Faktorisierung

2.Fall ggT((a+b);p)=p
Zu den Sitzen 5.4/1bis 5.4/6

Beispiel 1) a=17 b=8 p=5
175 + 8° =
1419857 + 32768 = 1452625
=5-5-5-11621

a+b=25=5"5
H(a; b) =11621 Primzahl

11621 =2324-5+1
ggT(125;5-11621) =5
52//(17+8) = 53//(17° + 8°)

Beispiel2) a=7 b=47 p=3

734+ 473 =

343 + 103823 = 104166
=(2-3-3-3)-(3-643)

a+b=7+47=54
=2-3-3-3

H(a;b) = 3 - 643

643= 214 -3 +1
ggT(54; (3 - 643)) =3
33//(7+47) = 3*// (73 + 473
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Kap. 9.2 Zahlenbeispiele zu Kap. 6.1

Beispiel 1)

p=3

x=7 73 =343

y=28 83 =512

z=11 113=1331

73 + 83 =855
=3-3-5-19

Die Zahlen des Tripels 7, 8, 11 sind paarweise zueinander prim.
2a=343-512+ 1331 =1162
= a=>581 581 =7-83
2b=-343+512 + 1331 =1500
= b=750 750=2-3-53
2c¢=343+512+ 1331 =2186
= ¢=1093 Primzahl
Auch die Argumente a, b, ¢ sind paarweise zu einander prim.
Es miif3te sein
z3>x3 +y3
Es ist auch
113>73+83
Es gilt
c<a+b
und es ist auch
1093 <581 + 750
~Fermat-Gleichung“
5813 + 7503 ?=710933
196.122.941 + 421.875.000 ?=?
617.997.941 # 1.305.751.357
Die notwendigen Bedingungen sind zwar erfiillt, aber eben die Fermat-Gleichung nicht. Sie kénnte
auch gar nicht erfiillt sein, da die Voraussetzung nicht stimmig. Es gilt ndmlich
11 /nicne (73 + 83)

Beispiel 2a)

Fl(a,b, c; p)

x=4 y=5 p=3

43 +53=189
=3-3-3-7

Gewahlt: z=7

Bedingungen erfiillt

7 >5 und 7 /189 und 7 istungerade
43+ 53< 73

Berechnung der Argumente
2c=43+53+73=532
c=266
266=2-7-19

2a=43-534+73=1282
a=141
141=3-47
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2b=-43+53+73=404
b =202
202=2-101
ggT(266; 202) =2
Ware fiir ,Fermat“ nicht zu gebrauchen!

,Fermat”
a3+ b3= 141342023

= 2.803.221 + 8.242.408 = 11.045.629
c3 = 2663 = 18.821.096
Falls ,Fermat“ F(a, b, c) erfiillt ware

cr = Va3 + b3 = V1413 + 2023 = /11045629 = 222,705............

Beispiel 2b)

F2(A, B, C; p)

x=4 y=5 p=3
43+53=189=3-3-3-7

Gewadhlt:z=9=4+5

Bedingungen erfiillt:

9/189 und 9>5 und 9istungerade
43 +53< 93

Berechnung der Argumente
2C=43+53+93=0918
C =459
459=3-3-3-17

2B=-434+534+93=790
B =395
395=5-79
2A= 43-53+93=668
A =334
334=2-167 Die Argumente sind paarweise prim.

Vergleich der beiden Beispiele 2a) und 2b)

A=a+m
334=1414+m m=193
B=b+m
395=2024+m m=193
C=c+m

459=266+m m=193

(a+ m)3+ (b+ m)3=33434 3953
= 37.259.704 + 61.629.875
=98.889.579

(crk+m) =222,705..... + 193

=415,705....
(cr+m)3=71.838.250,021.....
Nattirlich gilt, wie bewiesen, die Ungleichung
(@a+m)3+(b+m)3 > (cr+m)3
98.889.579....... > 71.838.250,021.....

Schluffbemerkung: Als - gleichwertige - z-Argumente konnen gewahlt werden alle Teiler von
189, mit Ausnahme der Zahlen 1und 3: 7,9, 21,27, 63 ......... , 189
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Beispiel 3a)

F1(a, b, c; p)

x=3 y=7 p=5

354 75=17.050
=2-5.5-11-31

Gewahlt: z=10

Bedingungen sind erfiillt.

7 <10 und 10 /17.050 und 10 ist gerade
35+ 75<103

Berechnung der Argumente
2c¢=354+75+105=117.050
c=58.525
2b=-354+75+105=116.564
b = 58.282
2a=35-75+105=83.436
a=41.718
Wenn , Fermat” erfiillt ware
o= Va5 T b5
= /41718 + 58282 = 60.324,121.....

Beispiel 3b)
x=3 y=7 p=5
35+75=17.050=2-5-5-11-31

Gewahlt: z=2-11=22

Bedingungen sind erfiillt.

7 <10 und 10 /17.050 und 10 ist gerade
354+ 75<223

Berechnung der Argumente
2C=35+75+225=15.170.682

C=2.585.341
m = 2.585.341 - 58.525
= 2.526.816
2B=-354+75+4225=5.170.196
B =2.585.098
m = 25858098 - 58.282
= 2.585.816
2A=35-75+225=15.137.068
A =2.568.534
m = 2.568.534 - 41.718
=2.526.816

Vergleich der beiden Beispiele 3a) und 3b)

A= (a+m)= 2.568.534

(@a+m)>=1,117960 e+32

B = (b+m) = 2.585.098

(b+m)5=1,154476 e+32

cr+m=60.324,121.... + 2.526.816 = 2.587.140,121.......
(cr + m)> =1,159043 e+32
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Natiirlich gilt die Ungleichung
(@a+m)s+ (b+m)> > (cr+m)s
1,117960....e+32 + 1,154476....e+32 > 1,159043.... e+32

SchlufSbemerkung: Mégliche Werte fiir das Argument z, das sind alle geraden Teiler von 17050
mit Ausnahme von 2: 10, 22, 50, ........, 17050

Zu Hilfssatz 6.1/5: Es gelte
ar + bp =cp
Dann existieren die Ungleichungen
ak+bk>ck firk=1;2; ........ (p-1
a=13,b=19, p=5
p=>5
135+ 195 =2.847.392
CF = 19,538420..........
= ~19,538
k=4
1344 194 = 158.882
19,5384 = 145.720,422.....
158.882 > 145.720,......
k=3
1334193 = 9.056
19,5383 = 7.458,308.....
9.056 > 7.458,.....
k=2
1324192 = 530
19,5382 = 378,458.....
530 > 378,....
k=1
13+19 > 19,538....

Ergebnis:

Die Summe auf der linken Seite ist immer grofder als die Potenz auf der rechten Seite.
In Ubereinstimmung mit dem Bewesis.

65



Kap. 9.3 Zahlen-Beispiel zu Kap. 6.2

p=3 x=4 y=5
pr-1xp+yp=32.43+ 53
=701 Primzahl
Also
z=32-43+53=701
2a=32-43-53+7013
= 344.472.552
a =172.236.276
2b=-32.43+53+7013
= 344.471.650
b =172.235.825
2c=32-434+53+7013
= 344.472.802
c=172.236.401
Damit

()2 =0,999997822..........

()= 0,999989967...........
Also kann Gleichung

a b, _
QP +R1r=1
p
& (1-Z)p+ (1-
keinesfalls erfillt werden.

p(P)— 1P

y=1
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Kap. 10 Vergleich ,Satz von PYTHAGORAS" - ,Vermutung von FERMAT“

Ich mochte behaupten, dafd mein Losungsweg direkt und geradlinig zum Ziel gefiihrt hat; ich
habe offensichtlich die ,Direttissima“ gefunden. Von enormer Wichtigkeit war dabei die Er-
kenntnis, daf} sich die drei Fermat-Terme - zwei Differenzen, eine Summe - in je zwei zu
einander prime Faktoren zerlegen lassen, unter der Voraussetzung, daff der Exponent p (un-
gerade Primzahl) keine der Argumente a, b und c teilt. Damit konnte ich die Haupt-Gleichungen
aufstellen, eine notwendige Bedingung fiir die Existenz der Fermat-Gleichung. Dariiber hinaus
leisteten mir zwei Ungleichungen, die ich herleiten konnte und welche die Argumente unbedingt
zu erfiillen haben, gute Dienste.

Mit meinem Verfahren habe ich dem Problem so zu sagen ins Innere geschaut und kann damit
auch unschwer begriinden, warum es Tripel Natiirlicher Zahlen (a; b; c) gibt, die den Pytha-
goreischen Lehrsatz erfiillen, aber warum solche Zahlen-Tripel fiir den Grofden Satz von Fermat
fiir keinen Exponenten p zu finden sind. Diese Begriindung will ich nun liefern.

Betrachtungen zum Pythagoras

Gegeben sei der Term

c?-b?

Wir nehmen an, daf3 es eine Primzahl P gibt, welche den Term teilt
P/ (c*-b?)

Und es sei

ggT (c; P)=1 und ggT (b;P)=1
Dann gilt in der primen Restklasse mod P
c?-b?2=0modP
= (cb™)2=1modP

Das Element (c-b™1) kann also haben:

Moglichkeit 1) In der Restklasse mod P; die Ordnung 1.
In diesem Falle 1af3t sich iiber die Art der Primzahl P, keine Angabe machen.

Moglichkeit 2) In der Restklasse mod P, die Ordnung 2.
Nun sind die Ordnungen der Elemente einer Gruppe von Primen Restklassen mod P sind stets
Teiler der Differenz (P - 1). Mindestens ein Element der Ordnung 2 tritt damit in jeder dieser
Gruppen auf.
Damit ware die Form der Primzahl

Pb=02)+1 Der Vervielfachungsfaktor ist eine Natiirliche Zahl.
Alle ungeraden Primzahlen haben aber diese Form.
Wenn es nun eine Natiirliche Zahl a gibt, welche die Gleichung

c2 _p? = a2
erfiillt, dann muf} diese Zahl a keiner weiteren Bedingung hinsichtlich ihrer Primfaktoren
gehorchen. Diese konnen beliebig sind.

Im Ubrigen miissen wegen der verschiedenen Ordnungen des Elementes (c - b™1) die beiden
Primzahlen P; und P, auch verschieden sein.

Betrachtungen im Falle ,Fermat”

Gegeben sei der Term
cP? - bP, wobei p Primzahl und p > 2
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Wir nehmen an, daf} es eine Primzahl P gibt, die den Term teilt
P/ (c?-bP)

Und es sei
ggT (c; P)=1 und ggT (b;P)=1

Dann gilt in der primen Restklasse mod P
c? -bP =0modP

= (cb™)P=1modP

Das Element c-b~! kann also haben:

Moglichkeit 1) In der Restklasse mod P; die Ordnung 1.
In diesem Falle 1af3t sich iiber die Art der Primzahl P, keine Angabe machen.

Moglichkeit 2) In der Restklasse mod P, die Ordnung p.
Damit ware die Form der Primzahl

P,=(p)+1 Der Vervielfachungsfaktor ist eine gerade Natiirliche Zahl.
Denn ein Element, das die Ordnung p hat, kann nur ein Element der Restklasse mod P sein, wenn
p/(P-1)

Diese Form haben nur bestimmte ungeraden Primzahlen. Zu einem Exponenten p passen also
nur bestimmte Primzahlen.
Wenn es eine Natiirliche Zahl a gibt, welche die Fermat-Gleichung

c2-bP=aP
erfiillen soll, dann muf diese Zahl a hinsichtlich der Form ihrer Primfaktoren auch noch der
obigen Bedingung gehorchen. Offensichtlich sind diese beiden Bedingungen, ein Zahl a zu finden,
die der Fermat-Gleichung erfiillen soll, dabei aber nur bestimmte Primfaktoren enthalten darf, zu
viel des Guten. Weil eben die Fermat-Gleichung nicht erfiillt werden kann.

Im Ubrigen miissen wegen der verschiedenen Ordnungen, ndmlich 1 und p, die beiden
Primzahlen P; und P, auch verschieden sein.

Diese Ausfiihrungen sind selbstverstindlich nur eine Begriindung, eine durchaus logische
Begriindung, aber kein Beweis fiir die historische Vermutung von Fermat.

Im Internet findet man eine Besprechung des Grofden Satzes von Fermat und seiner Losung
durch Andrew Wiles. Der Autor fiihrt aus, dafs es letztendlich das Bestreben einer Losung sein
muf3, zu zeigen, daf die ,Anti-Fermat-Welt" nicht existiert. In diesem Falle existieren dann, wie
weiter ausgefiihrt wird, keine natiirlichen Zahlen, welche die Fermat-Gleichung erfillen.
JFermat-Welt“ und , Anti-Fermat-Welt“ werden explizit nicht erklart; sie scheinen Begriffe aus
der Mystik zu sein.

Die Richtigkeit der Fermatschen Vermutung wurde dagegen durch meine obigen Betrachtungen
logisch und Klar, rational begriindet.

Eine Mystifizierung des Problems ist demnach reichlich tiberfliissig. Im Ubrigen ist die Zahlen-
mystik schon vor geraumer Zeit zu Grabe getragen worden.
Das sollte langst Allgemeingut unter den Mathematikern sein.

Die Beschiftigung mit der Zahlentheorie ist dennoch, oder gerade deswegen 16blich. Auch weil
die ,natiirlichen Zahlen von Gott sind“, wie ein bekannter Mathematiker einmal behauptet hat.
Gibt es fiir den menschlichen Verstand etwas Schoneres als sich mit Gottes grandiosem Werk,
wenn auch nur mit einem bedeutend-unbedeutenden Knoten davon, zu beschaftigen?
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Kap. 11 Nachwort

In Memoriam Walter M. (1926 - 1991)

An einem Miinchner Gymnasium hatte ich in den 80iger Jahren des vergangenen Jahrhunderts
einen Fachkollegen, mit dem mich eine lose Freundschaft verband, die von gegenseitiger
Achtung geprégt war. Wir hatten uns auch einige Male mehr oder weniger oberflachlich iiber das
Fermat'sche Problem unterhalten. Mir ist noch in Erinnerung, wie er sich einmal amiisiert hatte,
als er mir erzahlte, daf? es eine Abhandlung geben soll, welche die Wahrscheinlichkeit der
Erfilllung des Grofden Satzes vom Fermat zum Thema hat.

(Bekanntlich wurde die Losung von Andrew Wiles und Richard Taylor erst spater um das Jahr
1994 der Offentlichkeit vorgestellt.)

Herr M. hatte katholische Theologie studiert, ist aber als junger Kooperator seinem Herzen und
seinem Gewissen gefolgt und hat eine Familie gegriindet ......

Er war nicht nur ein hervorragender, weltoffener Theologe, sondern auch ein belesener
Germanist, ein vokabel- und grammatik-sicherer Lateiner und eben ein ausgezeichneter Mathe-
matiker. Nach eigenem Bekunden - seine Angaben sind iliber jeden Zweifel erhaben - war er
Klassenprimus an einem Gymnasium in einer bayerischen Kleinstadt. Und eilfertig fligte er
hinzu: "Mit einem anderen Schiiler.”

Der Mitschiiler war - Joseph Ratzinger.

Die Linien des Lebens sind verschieden,

wie Wege sind und wie der Berge Grenzen.
Was hier wir sind, kann dort ein Gott ergdnzen
mit Harmonien und ewigem Lohn und Frieden.

Friedrich Holderlin
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Die Mathematik, meine bescheidene Welt -
die christliche Lehre, der Leitfaden meines Lebens.

Mein Bekenntnis

Natiirlich bin ich stolz darauf, den Grofien Satz von Fermat, ein so bekanntes mathematisches
Problem geldst zu haben. Aber ich habe nur einen kleinen Knoten lésen kénnen im grandiosen
Geflecht der Mathematik. Ich habe nur ein Sandkorn im wohl unbegrenzten Weltall gefunden.
Mich treibt die Frage um, aus wie vielen Sandkdérnern besteht Gottes herrliche Welt? Mit wie
vielen Knoten hat der Herrgott die Mathematik geflochten? Offensichtlich geht ihre Anzahl iiber
meine Vorstellung.

Wenn mich aufgrund dieser, meiner Leistung bescheidener Stolz erfiillt, dann wird mir das
bestimmt niemand iibel nehmen. Aber Uberheblichkeit wire wirklich nicht angebracht. Statt-
dessen mufd ich meinem Schopfer danken, dafd er mich befdhigt hat, in einem kleinen, aber fiir
den menschlichen Geist dennoch anspruchsvollen Teil seiner Schopfung einzudringen.

Die Beschaftigung mit Mathematik lehrt mich grofse Ehrfurcht und aufrichtige Demut vor dem
Allerhochsten.

Und mein Allerhochster ist der liebende Gott des Evangeliums. Trotz meiner Unzuldnglichkeit
kann ich mich ihm erhobenen Hauptes ndahern, mit ihm auf gleicher Augenhéhe verkehren. Er
verlangt keine ,Unterwerfung” und die Aufgabe meiner Individualitit. Nein, er hat mir ein
Gewissen gegeben, das die Richtschnur meines Denken und Handelns ist.

Meine Verfehlungen wird er mir verzeihen, wenn ich mich dazu bekenne und diese aufrichtig
bereue. Das wird mir durch die Lehre Jesu Christi kund getan. Es ist meine Uberzeugung, daf} die
Annahme dieser Lehre den Menschen tiber die belebte Natur erhebt. Der Mensch sollte sich erst
dann als Krone der Schépfung bezeichnen, wenn er diese christliche Botschaft angenommen und
verinnerlicht hat. Thre Befolgung garantiert einen respektvollen Umgang untereinander, ein
friedliches Miteinander und die Achtung der Schopfung. Nur wenn die christliche Botschaft in
alle Lebensbereiche eindringt und bestimmend ist, kann der Mensch voller Hoffnung in die
Zukunft blicken.

Die Erfahrung lehrt uns jedoch leidvoll und das bis zum heutigen Tag, dafd wir stets bereit sein
missen, die frohe Botschaft Jesu Christi gegen abwegige, menschenverachtenden ,Pseudo-
Religionen®, also gegen ,falsche Propheten” zu verteidigen.

Mein Schopfer, der Allméchtige, gebe mir weiterhin die Kraft dazu.

Mainburg, im Oktober 2023

Dipl.-Phys.

Joseph K. Pfaffinger
Gymnasiallehrer (M / Ph) i. R.
84048 Mainburg
jo.k.pfaffinger@hjkp.de
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Allgemein-verstandliche Kurzfassung zu ,Ein Beitrag zum Grofden Satz von Fermat“

Bekanntlich hat es eine Unmenge von Losungsversuchen des Groflen Satzes von Fermat
gegeben. Es ist deshalb nicht verwunderlich, wenn man zunichst auf Skepsis und Ablehnung
stofdt, wenn jemand behauptet, eine Losung des Problems gefunden zu haben. Dennoch habe ich
es vor einigen Jahren gewagt, das Problem ,Fermat“ anzugehen. Ein Grund war auch, mich im
Ruhestand mathematisch beweglich zu halten.

Meine Arbeit stellt sich bescheiden als ,Ein Beitrag zum Grofien Satz von Fermat“ vor. Das Wort
,Beweis“ verwende ich in der Uberschrift also zunichst nicht - bis ein Gutachten die Richtigkeit
meiner Arbeit bestatigen wird.

Wenn Sie sich aber, verehrter Leser, die Mithe machen, meinen ,Beitrag” etwas genauer unter
die Lupe zu nehmen, dann werden Sie als Mathematiker feststellen, daf es sich um eine seriose
Arbeit handelt.

Ich fiihre die Vermutung von Fermat zunachst einmal an.

Sie lautet:

Gegeben sind Natiirliche Zahlen a und b sowie die Natiirliche Zahl n, wobei n > 2, die als
Exponent auftritt.

Es gibt KEINE Natiirliche Zahl c, mit ¢ > 1, so daf} die Gleichung erfiillt werden kénnte

a"+b" =c"
Die Natiirlichen Zahlen sind N = {0; 1; 2; 3; .......... }
In meinem , Beitrag“ versuche ich, die Vermutung zu bestatigen.

Dabei habe ich die unter Zahlentheoretikern iiblichen Mitteln und Wege gewahlt:

a) Die Primfaktor-Zerlegung natiirlicher Zahlen habe ich angewandt.

b) Die Primheit auftretender Zahlenpaare, wie a und b, angenommen und die Primheit von
einem Term mit einem anderen Term gefordert oder falls notig bewiesen.

Durch diese Methode wird die allgemeine Giiltigkeit der Aussagen und der Beweise nicht einge-
schrankt, wie auch gezeigt.

Die Primfaktor-Zerlegung wird bereits beim Exponenten n, n > 2, vorgenommen. Es wird be-
wiesen, dafl man alle méglichen Exponenten n = 3; 4; 5; .......... erreicht, wenn man annimmt, daf3
Fall ) n eine ungerade Primzahl p ist.

Also p=3,5,7, 11, ........

Fall IT) n eine echte Potenz von 2 ist.

Also n =4, 8,16, 32, .........

In dieser Zusammenfassung wird nur Fall I A behandelt

Fl(a,b,c;p) aP+bP=cP, p=3;5;7; 11;........ (6.1-0/1)
und zwar unter der Einschrankung, daf3

p /nicht (a-b-c) < p /nicht a A bp /nicht b A p /nicht C
Die Félle I B 1, I B 2 und I B 3 behandeln die Moglichkeit, dafd genau ein Argumente durch den
Exponenten p geteilt wird.
Diese Behandlung ist etwas aufwendiger, aber auch schwieriger. Ich habe diese Fille ebenfalls in
der Arbeit besprochen und moglicherweise geldst.
Die Zusammenfassung beriicksichtigt auch nicht den Fall I, In diesem Fall II ist der Exponent n
eine echte Potenz von 2, also 4, 8, 16 .........
Diese Moglichkeit ist im Kap. 7 zu finden. Auch hier wird eine Losung angegeben.



Wir nehmen nun an, daf$ existiert die Fermat-Gleichung
F1(a, b, c; p) unter der Bedingung p /., (ab-c)

Wir betrachten zundchst den Term
c? —bP, wobei p teilt nicht (c-b)
Eine Faktorisierung bietet sich hier geradezu an
c? —b? = (c-b)-S(c; b)
wobei S(¢;b): = P +cPb+cP b2 4P D +c?bP 4 cbP? + b2
Es ist leicht einzusehen, dafd der Faktor S(c; b) irgendwie von einer Primzahl P abhingen kénnte,
die im Zusammenhang mit dem Exponenten p steht.
Es stellt sich heraus, und das kann mit einfachen Sitzen aus der Gruppentheorie bewiesen

werden, dafd die beiden Faktoren zueinander prim sind, falls p, wie angenommen, die Differenz
(c - b) nicht teilt. Diese Entdeckung ist in meiner Arbeit von entscheidender Bedeutung.

Sollte ,Fermat“ erfiillt sein

cP—bP =aP,
dann missen beide Faktoren wegen ihrer Primheit jeweils , Fermat-Potenzen” sein:

c-b=xP

S(;b)= XP
Zum Beweis benoétigen wir nur die Differenz als Fermat-Potenz; diese aber ist eine Hauptstiitze.
Im Beweis wird gezeigt

a) die Primheit von x mit X ggT(x,X) =1

b) X hat nur Primfaktoren der Form P=(p)+1

(p) bedeutet das gerade ganzzahlige Vielfaches von p

Wir betrachten nun den Term c¢P —aP, unter der Bedingung c teilt nicht (c - a)
und seine Zerlegung
cP—aP = (c-a)-S(c; a)
Durch Vertauschung von a mit b kann man folgern:
Auch hier miissen die beiden Faktoren zueinander prim sein, falls p nicht (c - a) teilt.
Und sollte ,Fermat” erfiillt sein
cP—aP =bP,
dann miissen beide Faktoren wegen ihrer Primheit jeweils , Fermat-Potenzen“ sein:
c-a=yP

S(c;a)=Y?

Mit a) ggT(y,Y) =1
b) Y hat nur Primfaktoren der Form P = (p) + 1

Zu guter Letzt kann man auch den Summenterm faktorisieren in

aP +b? = (a+b)-G(a; b)

wobei G=G(a;b): = aP ' —aP?b+aP’b* —aP *b’ + ...+ —...+a’bP > —abP 2 + b7
Auch hier sind, das wird gezeigt, die beiden Faktoren zueinander prim, falls p die Summe

(a + b) nicht teilt, so daff man mit obiger Begriindung diese als Fermat-Potenzen annehmen
kann:

a+b= 27"
G(a;b) = ZP
Im Beweis wird gezeigt
a) die Primheit von z mit Z geT(z,2)=1
b) Z hat nur Primfaktoren der Form P=2p)+1
(2 p) bedeutet das ganzzahlige Vielfache von p.
Wiederum bendétigen wir fiir die Bearbeitung nur die Summe.
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Aus den drei Gleichungen

c-b=x" (6.1-1a)
c-a=yP (6.1-1b)
a+b= 27" (6.1-1¢)
ermitteln wir die Abhdngigkeit der Argumente a, b, c von den Fermat-Potenzen
2a=xP-yP 4+ 7P (6.1- 2a)
2b=-x"+ y? + 2P (6.1-2b)
2c=xP + y? 4+ 2P (6.1-20)

Diese Gleichungen sind von einer Schonheit, einer mathematischen, so daf} ich sie deshalb als
Haupt-Gleichungen des Fermat-Problems bezeichne.

Satz 6.1/3: Die Potenzen des Tripels %, y, z miissen der - dufderst wichtigen - Ungleichung
genugen

xP+ yP < ZP (6.1-3)
Beweis: Damit die Fermat-Gleichung

aP +bP =cP
liberhaupt aufgestellt werden kann, mufd nach Satz 1/1 gelten

at+b>c < c-(a+b)<0
Wir bilden von den Gleichungen (6.1 - 1a, b, ¢) die Summe von 1) mit 2) und subtrahieren 3).
Damit erhalten wir

2[c-(@+Db)]=x"+yP - 2P
Nachdem gelten muf3
2[c-(a+Db)]<0
ist es notwendig und hinreichend, daf3
e xXP+yP<z?

Satz 6.1/4: Weiterhin gilt die wichtige Teilung, die aus Gleichung (6.1 - 2c) hergeleitet werden
kann

z/(xp+yr) O

Man kann Natlirliche Zahlen x, y, z wahlen und damit die Argumente a, b, ¢ berechnen. Dabei
miissen die Zahlen paarweise zueinander prim sein und den Forderungen der Sitze 6.1/3 und
6.1/4 geniigen. Trotz der gewdhlten paarweisen Primheit der Zahlen x, y, z ist nicht
gewdhrleistet, dafd auch die berechneten Argumente a, b, c paarweise prim sind. Umgekehrt aber
ist die paarweise Primheit der Argumente a, b, c nach Satz 6.1/2 hinreichend fiir jene der Zahlen
X, Y, Z.

Wir nehmen nun an, daf} eine weitere Fermat-Gleichung existiert
F2(A, B, C; p) Ap + Br=CP (6.1-0/2)
Und zwar auch unter der Voraussetzung, daf} keines der Argumente durch die Primzahl p,
mit p > 2, teilbar ist:
p /nicht (A.B.C) < p /nicht A A p /nicht B ~ p /nicht C
Die Annahme der Existenz von (6.1 - 0/2) wird sich als berechtigt erweisen.
Weiterhin sollen die entscheidenden Voraussetzungen (notwendigen, jedoch nicht hin-
reichenden Bedingungen) fiir eine mdgliche Erfiillbarkeit der Fermat-Gleichung sein:

1) C-B=xP nachDef.5.1/c ggT((C-B);p) =1 (6.1 - 4a)
2) C-A=1y? nachDef.5.1/e ggT((C-A);p)=1 (6.1 -4b)
3) A+B=z; nachDef53/a geT((A+B);p)=1 (6.1 - 4c)



Die beiden Differenzen haben die gleichen Potenzen, namlich xr bzw. yr.
Wir vergleichen

(6.1 - 4a) mit (6.1- 1a) danngilt C-B=c-b
(6.1 -4b) mit (6.1 -1b) danngilt C-A=c-a
Das ist nur moglich, wenn

A=a+m (6.1 -5a)

B=b+m (6.1 -5b)

C=c+m, wobeimeN\O0 (6.1-5¢c)
Wegen

A+B # a+b giltauch ng;tzp (6.1-6)

Wie oben erhalt man die Hauptgleichungen

2A=x"-y* +23 (6.1 -7a)
2B=-xP +y" +z3 (6.1-7b)
2C=xp+yp+z§ (6.1-7c)

Die Potenzen xP,y?, zg bzw. deren Basen ¥, y, Z; haben die gleichen Eigenschaften wie x, y, z und

gehorchen analogen Bedingungen.
Sie sind paarweise zueinander prim.
geT(xy) =1usw.
Sie gehorchen der Ungleichung
xP + yP < ng
Es gilt die Teilung
zg [ (x° + yP)
Dabei sind die beiden Teiler verschieden, z; # z, im Einklang mit (6.1 - 6).
Das ist moglich, da nach Hilfssatz 5.3/1 die Summe (x¢ + y?) mindestens zwei verschiedene
Primfaktoren aufweist.
xP+yr=(x+y) G y) wobei ggT((x+y),Gx,y)) =1
Damit sind mindestens drei verschiedene Teiler moglich.
[s z ungerade, dann muf$ auch z; ungerade sein.
Ist z gerade, dann muf3 auch z; gerade sein.
Das ist auch stets moglich, weil die Zahl 2 bei jedem Teiler mitgenommen werden kann.

Wir wollen nun zeigen, daf? unter der A nn ahm e, daf} erfiillbar ist die Fermat-Gleichung

F1 aP+bP =cP (6.1-0/1)
die weitere Fermat-Gleichung
F2 AP +BP =CP (6.1-0/2)

aber nicht erfiillt werden kann ist.

Wir benétigen dazu zunachst den
Hilfssatz 6.1/5: Angenommen, es gelte
ap + brp=cp
Dann existieren die Ungleichungen
a®e-0 +be-B>cr-b firk=1,2,3, ... (p-1
Beweis: Es ist
a+b>c und c>max(a,b)
Wiirde die ,umgedrehte” Ungleichung gelten
ar-1+br-1<cr-1
Dann ware zundchst nach Multiplikation mit ¢
ar-l.c+bp-1.c < cp-l-c
und weiter
ar-l-a+br-1-b <ar-t-c+br-1-c < cr-l-c
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Also es ware
ar+br<cr

im Widerspruch zur Annahme, daf}
ap + brp=cp

Also muf3 auch gelten
ar-1 +bp-1>cp-1

Und in einem weiteren Schritt abwarts kann ebenso nicht gelten
ar-2+4br-2< cp-2

Dann ware
ar-1+br-1<cp-1

was mit dem Vorhergehenden im Widerspruch ware.

Wir kénnen einen Abstieg machen bis zuletzt k = (p - 1), dann gilt wie bekannt nach Satz 1.1
a+b>c

Satz 6.1/6: Annahme: Es sei erfiillt die Fermat-Gleichung
F1 aP+bP=cP
Wir behaupten:
Dann kann nicht erfiillt werden
F2 AP +BP=CP
Sondern es gilt, wenn
A=a+m und B=b+ m sowie C=c+ m, fir einbeliebiges m eN\ 0
die Ungleichung
(@+m)p+(Mb+m)p>(c+m)p < Ap+Br>Cp
Beweis: Es ist

AP =(a+m)?

= ZP_o(p) aP~km*

=P aP + P aP'm+ P aP?m? 4. + P amP™! + P mP
0 1 2 p—1 p

BP =(b+m)P

= [ Plor | Pl m+ | P 0P 2m2 + P lomet 4| Pl
0 1 2 p—1 p

CP =(c+m)?

=P c? + P P 'm+ P P2m? + P cmP! + P mP
0 1 2 p—1 P

Vergleichen wir die drei Reihen, so ergeben sich die Gleichungen, wie angenommen.
k=0 aP +bP =cP

Nachdem F1 erfiillt sein soll, heben sich diese Argumente auf beiden Seiten heraus.
Die folgenden Ungleichungen sind eine Folge von Hilfssatz 6.1/5

a®-0 +be-0 > ce-B fir k=1,2,3, . (p-1)
und schlieflich fiirk =p
2 mP > mp

F2 kann somit keine Fermat-Gleichung sein. Die Werte der jeweiligen Summe der Potenzen auf
der linken Seite sind grofder als die jeweiligen Werte der Potenzen auf der rechten Seite.
Damit gilt

AP +BP >CP ()



Hinweis:

Diese Ungleichung gilt fiir jede Natiirliche Zahl m, m > 0.

Nr. 1) Ist m ungerade, dann sind zwei von den Argumenten A, B, C gerade Natiirliche Zahlen,
nachdem angenommen wurde, daf$ von den Zahlen a, b, ¢ zwei ungerade sein miissen. In diesem
Falle wire die Fermat-Gleichung F2 zudem nicht erfiillbar.

Satz 6.1/6 ware iiberfliissig.

Nr. 2) Ist die Zahl m dagegen gerade, dann sind wiederum genau zwei der Argumente A, B, C
ungerade, so daf$ F2 durchaus eine erfiillbare Fermat-Gleichung darstellen konnte.

Satz 6.1/6 widerspricht aber diese Moglichkeit.

FAZIT
Bei beiden Fermat-Gleichungen F1 und F2 sind jeweils exakt ein- und dieselben Voraussetzungen
gegeben. Es miifsten demnach jeweils beide Gleichungen erfiillt werden kénnen - oder eben
beide nicht.
Die Antwort liefert die Anwendung der Schluféregel modus tollens ergibt:
Ist die Fermat-Gleichung F1 zu erfiillen,
dann ist auch die Gleichung F2 erfiillbar,
- wegen der exakt gleichen Gegebenheiten —
Die Gleichung F2 ist aber nicht erfiillt.
- Das ist bewiesen! -
Dann ist auch die Gleichung F1 nicht zu erfillen.

Die Behauptung laf3t sich verallgemeinern.

Schluf3satz:

Im Fall I A gibt es zu jedem Exponenten p, mit p > 2, k e/ n natiirliches Zahlentripel (a; b; c), das
eine Fermat-Gleichung wie (6.1 - 0/1) erfiillen konnte.

Mainburg, im Oktober 2023

Dipl.-Phys.

Joseph K. Pfaffinger
Gymnasiallehrer (M /Ph) i. R.
84048 Mainburg



